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Resumo
O estudo do comportamento mecaˆnico de diferentes sistemas e componentes biolo´gicos
submetidos a esforc¸os termomecaˆnicos e´ uma a´rea de conhecimento abordada pela biome-
caˆnica. Diversos modelos mecaˆnicos matema´ticos apropriados para sistemas biolo´gicos
podem ser resolvidos utilizando ferramentas nume´ricas, possibilitando a simulac¸a˜o de
problemas complexos, com consequ¨ente aplicac¸a˜o em diversas situac¸o˜es, como por exem-
plo, no planejamento de procedimentos ciru´rgicos. A descric¸a˜o do comportamento dos
diversos materiais frente a ac¸a˜o de esforc¸os mecaˆnicos e´ realizado mediante os denominados
modelos constitutivos.
Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de modelos constitutivos apro-
priados para tecidos biolo´gicos, em particular, ligamentos e tendo˜es. Os ligamentos e
tendo˜es fazem parte do grupo de tecidos biolo´gicos conectivos moles formados por ﬁ-
bras de cola´geno envolvidas numa matriz intercelular. Sa˜o estruturas fortemente so-
licitadas mecanicamente, tendo como caracter´ısticas principais o comportamento vis-
coela´stico anisotro´pico quando submetidos a esforc¸os mecaˆnicos.
Propo˜e-se, assim, uma formulac¸a˜o constitutiva apropriada para a simulac¸a˜o desses
tecidos biolo´gicos. Tal formulac¸a˜o baseia-se na existeˆncia de uma energia livre de de-
formac¸a˜o, Ψ, e no uso de varia´veis internas, capaz de prever o comportamento desses
materiais quando submetidos a deformac¸o˜es ﬁnitas. Considera-se uma lei viscoela´stica
anisotro´pica, orientada devido a` incorporac¸a˜o das ﬁbras de cola´geno no modelo. A pro-
posta insere-se numa abordagem variacional, fornecendo estrutura matema´tica adequada
para ana´lise e estimativa de erro. Diferentes modelos de comportamento de material
podem ser representados dependendo da escolha de func¸o˜es potenciais adequadas. Sa˜o
apresentados, ainda, testes nume´ricos via Elementos Finitos como forma de validac¸a˜o do
modelo proposto.
Palavras-chave: Biomecaˆnica, anisotropia, viscoelasticidade na˜o-linear.
Abstract
The study of the mechanical behavior by diﬀerent systems and biological components
submitted to termodynamical eﬀorts is an area of knowledge approached by biomechanics.
Several appropriated mathematical mechanical models to biological systems can be solved
using numerical tools, enabling the simulation of complex problems, with application in
several situations, for example, planning cirurgical procedures. The description of the
behavior of the materials against the action of mechanical eﬀorts is realized by means of
the denomined constitutive models.
This work has as an objective the development of appropriated constitutive models to
biological tissue, in particular, ligaments and tendons. The ligaments and tendons play
a hole of the group of soft connective biological tissues made of colagen ﬁbers involved
in a intercellular matrix. They are structures strongly mechanically solicited, having the
mains features the anisotropic viscoelastic behavior when submitted to mechanical eﬀorts.
Then, one can propose an appropriated constitutive formulation to the simulation
of theses biological tissues. Such formulation is based in the existence of a free energy
of deformation, Ψ, and in the use of internal variables, capable of provide the behavior
of theses materials when submitted to ﬁnite deformations. We consider an anisotropic
viscoelastic law, oriented by an incorporation of collagen ﬁbers in the model. The proposal
is inserted in a variational approach, providing a proper mathematic structure to the
analysis and error estimate. Diﬀerent models of material behavior can be represented
depending of the choice of suitable potential functions. We also present numerical tests
via Finite Elements with validation form of the proposal model.
Key-words: Biomechanics, anisotropy, nonlinear viscoelasticity.
1 Introduc¸a˜o
A biomecaˆnica, segundo Woo [31], e´ a a´rea de conhecimento que utiliza princ´ıpios
e conceitos da mecaˆnica e da engenharia para permitir a compreensa˜o do comporta-
mento de tecidos vivos ou componentes inertes em atuac¸a˜o com tecidos vivos (sistemas
biomecaˆnicos). Um dos objetivos da biomecaˆnica e´ estudar e prever o comportamento
de corpos biolo´gicos mediante o uso de modelos que levam em conta caracter´ısticas
cinema´ticas, dinaˆmicas, biolo´gicas e do material para representa´-los.
O uso do computador torna poss´ıvel a criac¸a˜o de modelos nume´ricos baseados nos
modelos matema´ticos que descrevem de maneira realista o problema em estudo, ampliando
o conhecimento sobre o comportamento mecaˆnico desses problemas, propiciando, assim,
um maior eˆxito em prova´veis intervenc¸o˜es ciru´rgicas.
Um dos aspectos necessa´rios para uma modelagem mecaˆnica satisfato´ria e´ a repre-
sentac¸a˜o correta da resposta do material frente a ac¸a˜o de cargas mecaˆnicas. Esses modelos,
denominados modelos constitutivos, exigem o conhecimento de equac¸o˜es constitutivas
exatas capazes de considerar grandes deslocamentos e deformac¸o˜es ﬁnitas para o caso em
que o material e´ um tecido biolo´gico.
Devido a grande diﬁculdade para a realizac¸a˜o de experimentos com o objetivo de
identiﬁcar paraˆmetros adequados para aproximar de maneira realista as simulac¸o˜es com-
putacionais, e´ vis´ıvel na literatura o crescimento de trabalhos cient´ıﬁcos nessa a´rea, ofe-
recendo diversas alternativas de abordagens e se tornando um amplo campo de pesquisa.
Na grande maioria, para a representac¸a˜o do comportamento desses tecidos conectivos, sa˜o
utilizados modelos constitutivos hiperela´sticos e viscoela´sticos.
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O presente trabalho tem como objetivo o estudo de modelos constitutivos adequados
para a representac¸a˜o de tecidos biolo´gicos moles, em particular tecidos conectivos como
tendo˜es e ligamentos, incorporando a caracter´ıstica de anisotropia orientada a` formulac¸a˜o
proposta em [8].
Os ligamentos e tendo˜es sa˜o estruturas fortemente solicitadas mecanicamente e, por-
tanto, sujeitas aos mais variados tipos de leso˜es, entre eles o rompimento dos mesmos
levando muitas vezes ao uso de te´cnicas ciru´rgicas para sua reparac¸a˜o. Eles fazem parte
do grupo de tecidos biolo´gicos conectivos moles que tem como principal caracter´ıstica um
comportamento na˜o-linear anisotro´pico. Ale´m disso, eles sustentam grandes deformac¸o˜es,
rotac¸o˜es e deslocamentos e sa˜o estruturas adaptadas para transmitir as cargas de osso
para osso (ligamentos) e do mu´sculo para osso (tenda˜o). Ambos tem a func¸a˜o de transmi-
tir forc¸as de modo que na˜o induzam carregamentos bruscos entre os va´rios componentes
do sistema muscular esquele´tico.
O Cap´ıtulo 2 destina-se a uma breve introduc¸a˜o sobre a constituic¸a˜o biolo´gica dos
ligamentos e tendo˜es, bem como o comportamento que os mesmos apresentam quando
solicitados mecanicamente. Esse cap´ıtulo apresenta, ainda, alguns dos recentes trabalhos
da literatura que abordam o estudo em questa˜o. No Cap´ıtulo 3 faz-se uma pequena
revisa˜o sobre os conceitos fundamentais em que baseia-se a teoria fenomenolo´gica de
hiperelasticidade, bem como, apresenta-se os modelos propostos por Simo [25] e Holzapfel
[12].
O Cap´ıtulo 4 apresenta um estudo do modelo fenomenolo´gico viscoela´stico, na˜o en-
trando no me´rito intermolecular dos materiais. Esses modelos sa˜o muito utilizados para
a representac¸a˜o de ligamentos devido a` capacidade de representar as propriedades inter-
media´rias entre materiais ela´sticos e viscosos.
O Cap´ıtulo 5 destina-se a` apresentac¸a˜o de uma formulac¸a˜o constitutiva adequada para
a simulac¸a˜o de tecidos biolo´gicos moles baseada na formulac¸a˜o variacional apresentada
no trabalho de Fancello et al. [8]. Tal formulac¸a˜o constitutiva preveˆ a incorporac¸a˜o de
famı´lias de ﬁbras de cola´geno atrave´s da introduc¸a˜o de um potencial de energia deformac¸a˜o
que considera a contribuic¸a˜o de ﬁbras de cola´geno no material.
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Por ﬁm, no Cap´ıtulo 6, atrave´s da utilizac¸a˜o do modelo constitutivo proposto,
apresentam-se alguns exemplos nume´ricos unidimensionais e tri-dimensionais, simulados
via Elementos Finitos, no GNU Octave e no METAFOR como forma de validac¸a˜o da
formulac¸a˜o proposta.
2 Revisa˜o bibliogra´ﬁca
2.1 Estrutura dos ligamentos e tendo˜es
Os ligamentos e tendo˜es sa˜o tecidos biolo´gicos moles (ver [29]) formados por ﬁbras
onduladas de cola´geno (entremeados por ce´lulas de ﬁbroplastos) envolvidos numa matriz
intercelular constitu´ıda por prote´ınas e polissacar´ıdeos, com aproximadamente 70 % de
seu volume sendo a´gua. Considerando apenas o material so´lido dessa matriz, encontra-se
em sua composic¸a˜o Cola´geno dos tipos I, III, V ale´m de glicoprote´ınas e elastina.
Figura 1: Estrutura hiera´rquica de uma ﬁbra de cola´geno[5]
O cola´geno e´ uma prote´ına contendo treˆs cadeias de aminoa´cidos enrolados em uma
he´lice tripla tendo como principal propriedade f´ısica a resisteˆncia a` aplicac¸a˜o da forc¸a
de trac¸a˜o [14]. Os aminoa´cidos encontrados no cola´geno sa˜o responsa´veis por manter as
ﬁbras resistentes ao alongamento de forma que, mais resistentes sera˜o as ﬁbras quanto
maior for a concentrac¸a˜o de aminoa´cidos presentes. As ﬁbras de cola´geno na˜o encontram-
se necessariamente em paralelo, formando assim, uma cadeia de ﬁbras entrelac¸adas, que
da´ aos ligamentos a propriedade de anisotropia.
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Figura 2: Arranjo de uma ﬁbra de cola´geno [5]
Tanto os ligamentos quanto os tendo˜es teˆm a func¸a˜o de transmitir forc¸as de modo
que na˜o induzam carregamentos bruscos entre os va´rios componentes do sistema muscular
esquele´tico. Os ligamentos sa˜o estruturas adaptadas para transmitir cargas de osso para
osso e os tendo˜es de mu´sculos para osso.
Figura 3: Apareˆncia histolo´gica de um ligamento [9]
Frank et al. [9] relataram que os ligamentos sa˜o estruturas anisotro´picas com pro-
priedades viscoela´sticas. Eles apresentam um comportamento mecaˆnico na˜o-linear e as
ﬁbras, quando solicitadas, aumentam de modo progressivo e irrevers´ıvel seu comprimento,
perdendo o padra˜o ondulato´rio. Desde que a forc¸a na˜o alcance o limite de resisteˆncia
mecaˆnica do mesmo, as ﬁbras voltam a` situac¸a˜o normal de repouso sem lesionar-se.
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A caracter´ıstica principal desses corpos e´ que sa˜o capazes de suportar grandes esforc¸os
mecaˆnicos. A relac¸a˜o tensa˜o versus deformac¸a˜o pode ser visualizada na Figura 4 onde o
material, inicialmente em repouso, e´ tracionado ate´ o momento de rompimento das ﬁbras.
Figura 4: Relac¸a˜o tensa˜o deformac¸a˜o [9]
Diversos trabalhos veˆm sendo publicados nessa a´rea e, uma grande variedade de mode-
los anal´ıticos foi desenvolvida com o objetivo de investigar o comportamento mecaˆnico de
ligamentos e tendo˜es quando submetidos a` grandes deformac¸o˜es, rotac¸o˜es e deslocamentos.
Os modelos mais utilizados fazem menc¸a˜o a` materiais incompress´ıveis (ja´ que a ma-
triz intercelular e´ composta 70% de a´gua) dependentes da velocidade com que ocorre a
deformac¸a˜o, ou seja, agregando as propriedades viscoela´sticas.
2.2 Trabalhos relacionados
Geralmente, a maior parte dos modelos hiperela´sticos e viscoela´sticos que agregam
ou na˜o as propriedades de isotropia ou anisotropia trabalham com materiais compostos
envolvendo as ﬁbras de cola´geno e uma matriz intercelular de prote´ınas. Neste trabalho,
como mencionado anteriormente, foca-se o desenvolvimento de um modelo constitutivo
viscoela´stico, adequado para representac¸a˜o de tecidos conectivos moles. Pore´m, faz-se
tambe´m um breve relato sobre trabalhos que visam as simulac¸o˜es computacionais envol-
vendo tais modelos.
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Entre os pesquisadores que publicaram trabalhos de modelamento de ligamentos pode-
se citar Bendjaballah et al. [2] que desenvolveram um modelo de elementos ﬁnitos tri-
dimensional para investigar detalhes biomecaˆnicos de um ligamento t´ıbio-femural apli-
cando forc¸as trativas, com diferentes valores de cargas, a diferentes aˆngulos de rotac¸o˜es.
Nesse caso, a simulac¸a˜o dos ligamentos foi feita utilizando elementos unidimensionais.
Blankevoort et al. [3] apresentam um modelo matema´tico tri-dimensional da arti-
culac¸a˜o t´ıbio-femural do joelho. Para o modelamento, os ligamentos foram simulados
como elementos unidimensionais com propriedades do material obtidos da literatura. Das
quatro amostras de ligamentos, quando comparadas a seus modelos, dois apresentaram
excelente desempenho e outros dois mostraram comportamento pobre em relac¸a˜o a` rotac¸a˜o
quando comparados a resultados experimentais.
Moglo et al. [20] apresentaram um modelo que consiste em duas estruturas o´sseas
e cartilagens articuladas aplicando uma carga de 100N e aˆngulos de 0o a 90 graus nos
ligamentos. Seu trabalho teve como objetivo investigar os graus de acoplamento entre
os ligamentos “cruzado posterior”(PCL) e “cruzado anterior”(ACL) atrave´s da ana´lise
tri-dimensional simulando os ligamentos atrave´s de elementos unidimensionais, tais como
Bendjaballah et al. [2].
Como mencionado, os trabalhos citados utilizam modelos unidimensionais para repre-
sentar as conexo˜es de ligamentos e tendo˜es. Em outras palavras, os modelos de elementos
ﬁnitos usam elementos tipo barra ou viga para representar um feixe de ligamentos. Pore´m,
quando o foco de observac¸a˜o e´ o pro´prio ligamento, e´ conveniente que esse seja modelado
de forma mais precisa, mediante representac¸o˜es tridimensionais (elementos volume´tricos)
possibilitando uma ana´lise mais realista do modelo quando sujeito a aplicac¸a˜o de torc¸o˜es
e outras forc¸as.
Pioletti et al. [23], criaram um modelo geome´trico atrave´s do software ABAQUS
(e tambe´m PATRAN) utilizando uma lei constitutiva isotro´pica linear para estudar a
inﬂueˆncia da geometria do ligamento ACL quando submetido a` ﬂexo˜es e distribuic¸a˜o de
tenso˜es. Seu principal objetivo era determinar um potencial ela´stico capaz de descrever
o comportamento na˜o-linear do ligamento para situac¸o˜es de grandes deformac¸o˜es e, apo´s,
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fazer a implementac¸a˜o em um modelo de elementos ﬁnitos tri-dimensional. O potencial
utilizado e´ o mesmo proposto por Veronda [30] e abrange duas parcelas, sendo uma delas
uma func¸a˜o exponencial, e, ambas dependentes de 2 paraˆmetros obtidos atrave´s de dados
experimentais e dos dois invariantes de deformac¸a˜o (I1 e I2). Neste caso para as simulac¸o˜es
se faz o uso de elementos volume´tricos para representar o ligamento.
Song et al. [27] apresentam um modelo tri-dimensional de elementos ﬁnitos para de-
terminar a distribuic¸a˜o de forc¸a e tensa˜o na˜o uniforme do ligamento ACL do joelho. Os li-
gamentos foram simulados considerando materiais isotro´picos hiperela´sticos e homogeˆneos
incompress´ıveis onde as forc¸as calculadas foram comparadas com resultados experimentais
para validac¸a˜o do problema. Tal como Pioletti et al. [23], a func¸a˜o potencial utilizada
para descrever o comportamento dos tecidos biolo´gicos e´ a mesma proposta por Veronda
[30]. A simulac¸a˜o dos ligamentos e´ feita utilizando elementos volume´tricos.
As simulac¸o˜es realizadas para ligamentos em 3-D necessitam, obrigatoriamente de
equac¸o˜es constitutivas adequadas para obter resultados satisfato´rios. Entre os trabalhos
que fazem estudo do desenvolvimento de modelos constitutivos viscoela´sticos para tecidos
biolo´gicos pode-se citar Pioletti et al. [22] que apresentam um modelo tri-dimensional
aplicado a` simulac¸a˜o de tecidos moles. Assim, desenvolvem uma estrutura baseada nos
potenciais ela´sticos e viscosos (expressos em termos dos invariantes de deformac¸a˜o) com re-
sultados va´lidos para grandes deformac¸o˜es que satisfazem os princ´ıpios da termodinaˆmica.
O desenvolvimento constitutivo elaborado pode ser usado com respeito a diversos valores
de deformac¸a˜o e rotac¸a˜o. O potencial ela´stico utilizado e´ o mesmo proposto por Veronda
e Westmann [30], baseado numa func¸a˜o exponencial com dois paraˆmetros ela´sticos (α e
β).
Miller [19] trabalhou num modelo constitutivo para tecidos cerebrais e utilizou um
software comercial de elementos ﬁnitos (ABAQUS) para implementar um modelo vis-
coela´stico linear adequado para grandes deformac¸o˜es. Em seu trabalho, o modelo constitu-
tivo proposto e´ da forma polinomial com coeﬁcientes dependentes do tempo. Seu modelo
requer apenas quatro paraˆmetros materiais (duas a menos que no modelo na˜o-linear) onde
compara as soluc¸o˜es nume´ricas com dados experimentais.
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Hirokawa et al. [11] apresentou um modelo constitutivo para o ACL - ligamento
cruzado anterior - onde o mesmo foi representado por uma matriz hiperela´stica ho-
mogeˆnea. A func¸a˜o de energia de deformac¸a˜o foi formulada considerando potenciais refe-
rentes a` matriz (parcela isotro´pica) e a`s famı´lias de ﬁbras separadamente. O alongamento
das ﬁbras e´ determinado atrave´s do tensor C de Cauchy-Green e do vetor de orientac¸a˜o
das ﬁbras. As caracter´ısticas de dependeˆncia do tempo (viscosidade) foram desconsi-
deradas ja´ que o ligamento, para esse caso, na˜o sofreu mudanc¸as bruscas de velocidade,
trabalhando assim, num regime quase-esta´tico.
Em seu trabalho, Hirokawa et al. [11] usou o modelo de Mooney-Rivlin trabalhando
com duas famı´lias de ﬁbras de cola´geno, uma com orientac¸a˜o paralela e outra se ex-
tendendo radialmente em oito direc¸o˜es igualmente espac¸adas. O modelo, assim, envolve
anisotropia, incompressibilidade, na˜o-linearidade e hiperelasticidade. Tal modelo foi simu-
lado com o objetivo de obter a distribuic¸a˜o de tensa˜o ao longo da superf´ıcie do ligamento
mediante a aplicac¸a˜o de forc¸as e torc¸a˜o.
Limbert et al. [16] abordam a teoria de materiais compostos reforc¸ados com duas
famı´lias de ﬁbras cont´ınuas de cola´geno embebidas numa matriz so´lida. Apresentam
tambe´m expresso˜es de tensores de elasticidade nas conﬁgurac¸o˜es material e espacial sem
excluir restric¸o˜es cinema´ticas (incompressibilidade e inextensibilidade), ressaltando novos
termos de acoplamento. Sua formulac¸a˜o baseia-se nos invariantes tensoriais do tensor de-
formac¸a˜o de Cauchy-Green a` direita e a implementac¸a˜o do modelo e´ feita atrave´s do MEF.
Tambe´m apresentam casos especiais para a formulac¸a˜o anisotro´pica geral: ortotropia e
simetrias transversalmente isotro´picas sa˜o destacadas.
Limbert et al. [17] propo˜e uma lei constitutiva visco-hiperela´stica transversalmente
isotro´pica, incluindo efeitos da taxa de tensa˜o com o objetivo de avaliar o comportamento
de tecidos biolo´gicos moles. Esta baseou-se na deﬁnic¸a˜o da func¸a˜o de energia livre de
Helmholtz que depende do tensor de Cauchy-Green a` direita. Os potenciais ela´sticos
viscosos que deﬁnem a func¸a˜o energia livre foram considerados desacoplados e o modelo foi
testado em muitas situac¸o˜es de carregamento multi-axial. O modelo envolve anisotropia,
comportamento na˜o-linear e grandes deformac¸o˜es.
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A func¸a˜o energia de deformac¸a˜o utilizada que refere-se ao comportamento do liga-
mento ACL e´ decomposta no somato´rio de uma func¸a˜o relativa a` matriz intercelular com
uma func¸a˜o energia de deformac¸a˜o relativo ao comportamento anisotro´pico introduzido
pelas ﬁbras de cola´geno. A primeira, relativa a` matriz, e´ escolhida como um poten-
cial hiperela´stico isotro´pico Neo-Hookean. Considerando a incapacidade das ﬁbras de
cola´geno sustentarem efeitos compressivos foi considerada que a func¸a˜o relativa a`s ﬁbras
e´ decomposta em uma func¸a˜o potencial caracterizada por uma lei exponencial quando
o alongamento da ﬁbra e´ maior que 1 e sendo zero quando o alongamento da mesma
e´ inferior a 1. Os paraˆmetros constitutivos utilizados na func¸a˜o de energia deformac¸a˜o
sa˜o os mesmos obtidos experimentalmente por Pioletti [23]. Para a simulac¸a˜o, o modelo
geome´trico do ACL foi constru´ıdo utilizando elementos volume´tricos, com o objetivo de
medir experimentalmente o desempenho do ligamento sujeito a testes cinema´ticos. Sa˜o
apresentadas ainda, curvas hiperela´sticas isotro´picas e hiperviscoela´sticas tranversalmente
isotro´picas com variac¸o˜es na velocidade de deformac¸a˜o.
Holzapfel, Gasser [13] apresentaram um modelo constitutivo viscoela´stico anisotro´pico
onde modelos para materiais transversalmente isotro´picos e ortotro´picos sa˜o inclu´ıdos
em casos especiais, tambe´m considerando a representac¸a˜o desacoplada da func¸a˜o energia
livre de Helmholz ψ. Nesses modelos constitutivos anisotro´picos os potenciais ela´sticos
e dissipativos sa˜o considerados dependentes na˜o somente da deformac¸a˜o, mas tambe´m
da orientac¸a˜o das duas famı´lias de ﬁbras consideradas. O potencial relativo ao material
isotro´pico e´ caracterizado pelo modelo material Mooney-Rivlin, ja´ o potencial referente a`s
ﬁbras e´ uma func¸a˜o exponencial que sera´ apresentada mais detalhadamente no decorrer
do trabalho. A partir desse modelo constitutivo sa˜o realizados testes de carregamento
c´ıclico para investigar o comportamento anisotro´pico viscoela´stico de um tubo circular
pressurizado reforc¸ado com ﬁbras. A distribuic¸a˜o de tensa˜o ao longo do tubo e´ analisada
para diferentes velocidades de deformac¸a˜o.
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Guo et al. [10] apresentam um modelo hiperela´stico transversalmente isotro´pico para
tecidos biolo´gicos moles. O tecido e´ tratado como um material composto com uma famı´lia
alinhada de ﬁbras. O potencial utilizado, tanto para a matriz quanto para as ﬁbras e´ o
Neo-Hookean e ambos sa˜o considerados materiais incompress´ıveis. O modelo foi simulado,
testado numericamente e comparado com dados experimentais retirados da literatura
como forma de validac¸a˜o do mesmo.
No cap´ıtulo a seguir discute-se sobre modelos constitutivos e, apresenta-se, de maneira
resumida as formas cla´ssicas dos modelos hiperela´sticos isotro´picos.
3 Modelos hiperela´sticos
Os modelos constitutivos sa˜o modelos mecaˆnico-matema´ticos desenvolvidos para a
simulac¸a˜o computacional, que, no contexto da Mecaˆnica do Cont´ınuo, sa˜o capazes de
representar o comportamento de tensa˜o versus deformac¸a˜o de um material em estudo.
Tais modelos devem ser muito bem estruturados matematicamente a ﬁm de na˜o violarem
conceitos ba´sicos, como as leis da termodinaˆmica e, principalmente, serem suﬁcientemente
capazes de representar adequadamente o tecido biolo´gico em questa˜o.
Atualmente, os modelos constitutivos mais utilizados e encontrados na literatura para
descrever o comportamento mecaˆnico de tecidos biolo´gicos moles sa˜o os hiperela´sticos
e viscoela´sticos ja´ que os ligamentos sa˜o estruturas anisotro´picas constitu´ıdas por ﬁ-
bras e, portanto, apresentam caracter´ısticas viscoela´sticas na˜o-lineares, como descrito
anteriormente. Neste cap´ıtulo, apresenta-se um estudo dos modelos fenomenolo´gicos
hiperela´sticos, na˜o entrando no me´rito das interac¸o˜es moleculares do material. Todo
o desenvolvimento da teoria hiperela´stica, aqui apresentado, se dara´ considerando as re-
fereˆncias [4], [12] e [18].
O comportamento do material e´ dito ela´stico se responde a solicitac¸o˜es mecaˆnicas
se deformando sem dissipac¸a˜o de energia. Em outras palavras, a energia acumulada na
deformac¸a˜o e´ devolvida integralmente quando descarregado.
Os modelos hiperela´sticos baseiam-se na existeˆncia de uma func¸a˜o de energia de de-
formac¸a˜o, tambe´m conhecida como func¸a˜o de energia livre de Helmholtz, W = W (F) =
W (C) dependente exclusivamente do estado de deformac¸a˜o deﬁnido pelo gradiente de-
formac¸a˜o F ou pelo tensor de Cauchy-Green C = FTF, e e´ deﬁnida por unidade de volume
na conﬁgurac¸a˜o de refereˆncia. A condic¸a˜o de que a energia livre W dependa unicamente
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da deformac¸a˜o total atrave´s de C resulta da necessidade que essa energia seja objetiva
[12], ou seja, independente do observador. Essa energia livre possui a propriedade de
permitir determinar o tensor de tenso˜es Piola-Kirchhoﬀ [12] como uma func¸a˜o do estado
de deformac¸a˜o C mediante a expressa˜o
P = 2F
∂W (C)
∂C
(3.1)
O formato da energia livre W depende das caracter´ısticas de comportamento do material
a ser modelado.
A seguir, sa˜o apresentados modelos hiperela´sticos com algumas particularidades, como,
por exemplo, para materiais isotro´picos e hiperela´sticos incompress´ıveis e compress´ıveis.
3.1 Modelos hiperela´sticos isotro´picos
A func¸a˜o energia de deformac¸a˜o pode-se adequar de maneira a respeitar a propriedade
de isotropia de um material. Essa propriedade signiﬁca que a resposta do material e´ a
mesma em todas as direc¸o˜es de aplicac¸a˜o de carga.
Nestes casos a energia de deformac¸a˜o W pode ser expressa em termos dos invariantes
principais I1, I2, I3 do tensor sime´trico de Cauchy-Green (C ou b, onde b = FF
T ), ver
[12], [18]:
W = W [I1(C), I2(C), I3(C)]
= W [I1(b), I2(b), I3(b)]
(3.2)
Os invariantes sa˜o dados por
I1(C) = tr(C),
I2(C) =
1
2
(
(tr(C))2 − tr((C)2)) ,
I3(C) = det C = J
2
dessa maneira, tendo em vista a equac¸a˜o (3.1), pode-se escrever o primeiro tensor tensa˜o
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de Piola-Kirchhoﬀ como
P = 2F
(
∂W
∂I1
∂I1
∂C
+
∂W
∂I2
∂I2
∂C
+
∂W
∂I3
∂I3
∂C
)
(3.3)
Uma outra forma de representac¸a˜o e´ atrave´s do uso da decomposic¸a˜o espectral: os
autovetores {N˜a} e autovalores {λa} do tensor de alongamento direito U˜ =
√
C sa˜o
deﬁnidos de maneira que se veriﬁque U˜ =
3∑
a=1
λaN˜a ⊗ N˜a, com J = detU = λ1λ2λ3 e,
assim, {N˜a} e´ uma base de U. Da mesma maneira, deﬁne-se {na} autovetor e {λa} auto-
valor do tensor de alongamento esquerdo V =
√
b, com V =
3∑
a=1
λana ⊗ na evidenciando
que {na} e´ uma base ortonormal de V.
Sendo W invariante em relac¸a˜o a qualquer rotac¸a˜o do material, pode-se expressar essa
energia dependente apenas dos autovalores λ, de U ou v
W = W (C) = W (λ1, λ2, λ3) (3.4)
onde tal energia e´ uma propriedade de func¸o˜es isotro´picas de um tensor sime´trico. Tendo
em vista a equac¸a˜o (3.1), pode-se calcular a derivada da func¸a˜o isotro´pica W (C) em
relac¸a˜o ao tensor sime´trico C. Atrave´s da regra da cadeia te´m-se
∂W (C)
∂C
=
3∑
a=1
∂W
∂λ2a
∂λ2a
∂C
=
3∑
a=1
∂W
∂λ2a
N̂a ⊗ N̂a
(3.5)
Em (3.5), λ2a sa˜o os autovalores (quadrados dos alongamentos principais) e N̂a correspon-
dem aos autovetores (direc¸o˜es principais de C). O primeiro tensor de Piola-Kirchhoﬀ e´
escrito, em decomposic¸a˜o espectral por
P = F
(
3∑
a=1
1
λa
∂W
∂λa
N̂a ⊗ N̂a
)
=
3∑
a=1
∂W
∂λa
(FN̂a)⊗ N̂a
=
3∑
a=1
∂W
∂λa
n̂a ⊗ N̂a
(3.6)
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3.2 Hiperelasticidade incompress´ıvel
A teoria de hiperelasticidade incompress´ıvel e´ utilizada para descrever materiais que
possuem a caracter´ıstica de permanecer com volume constante durante o processo de
deformac¸a˜o. Muitos tipos de materiais (entre eles tecidos biolo´gicos) podem sofrer de-
formac¸o˜es considera´veis sem mudanc¸as de volume aprecia´veis. Em geral, o material e´
sujeito a uma restric¸a˜o cinema´tica interna:
J = det F = 1 (3.7)
Para obter uma equac¸a˜o constitutiva geral para materiais hiperela´sticos incompress´ıveis,
W pode ser escrito como
W = W (F)− p(J − 1) (3.8)
onde o escalar p e´ um multiplicador de Lagrange posteriormente determinado por equil´ıbrio
e cuja interpretac¸a˜o f´ısica e´, claramente, o valor da pressa˜o hidrosta´tica.
Diferenciando a equac¸a˜o (3.8) em relac¸a˜o ao gradiente de deformac¸a˜o F (e usando a
relac¸a˜o
∂J
∂F
= JF−T ) pode-se facilmente encontrar a equac¸a˜o constitutiva gerada para o
primeiro tensor tensa˜o de Piola-Kirchhoﬀ P . Assim, usando o fato que J = 1, a equac¸a˜o
(3.1) toma a forma
P = −pF−T + ∂W (F)
∂F
= −pF−T + 2F∂W
∂C
(3.9)
enquanto o tensor de Cauchy e´ dado por
σ = −pI+ ∂W (F)
∂F
FT
= −pI+
(
2F
∂W (C)
∂C
FT
) (3.10)
onde I e´ o tensor identidade. Para o caso de hiperelasticidade isotro´pica incompress´ıvel a
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func¸a˜o energia deformac¸a˜o e´ dada atrave´s de func¸o˜es da forma
W = W [I1(C), I2(C)]− 1
2
p(I3(C)− 1)
= W [I1(b), I2(b)]− 1
2
p(I3(b)− 1)
(3.11)
onde
p
2
e´ o multiplicador de Lagrange, a priori, indeterminado.
3.3 Materiais hiperela´sticos compress´ıveis
Muitos materiais alteram seu volume durante o processo de deformac¸a˜o/tensa˜o. Mesmo
os materiais ditos incompress´ıveis teˆm quantidades mı´nimas de variac¸a˜o volume´trica.
Nesses casos, e´ u´til realizar a seguinte decomposic¸a˜o multiplicativa de F
F̂ :=
1
J
1
3
F, J := det[F], Ĉ = F̂
T
F̂ (3.12)
F = J
1
3 F̂, det[F̂] = 1 (3.13)
Nas equac¸o˜es (3.13), F̂ e JI sa˜o chamadas de parcelas desviadora e esfe´rica do gradien-
te deformac¸a˜o F, respectivamente. Os tensores de Cauchy-Green a` direita e o tensor
Lagrangeano associados a equac¸a˜o (3.12) sa˜o dados por:
C := FTF, E =
1
2
(C− I)
Ĉ := F̂
T
F̂, Ê =
1
2
(Ĉ− I)
(3.14)
Nos modelos viscoela´sticos a seguir, supo˜e-se que a temperatura e´ constante (θ = θ0).
Dessa forma, faz-se uso de uma func¸a˜o de energia livre de deformac¸a˜o que deﬁne o estado
termodinaˆmico da varia´vel F e um conjunto de varia´veis internas que representam o
mecanismo de dissipac¸a˜o do material.
Para o estudo destes materiais pode-se utilizar uma representac¸a˜o desacoplada da
energia de deformac¸a˜o [12]
W (C) = U(J) + ψiso(Ĉ) (3.15)
onde U(J) descreve a reac¸a˜o ela´stica volume´trica, ψiso(Ĉ) a reac¸a˜o ela´stica isoco´rica.
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Da mesma forma, a energia deformac¸a˜o pode ser representada tambe´m em termos do
tensor b
W (b) = U(J) + ψiso(b̂) (3.16)
onde b̂ pode ser obtido da relac¸a˜o b = J
2
3 b̂, tambe´m chamado de tensor de Cauchy-Green
a` esquerda modiﬁcado.
3.4 Algumas formas de func¸a˜o Energia de Deformac¸a˜o
Existem diversos modelos representativos de W conhecidos para elasticidade des-
crevendo materiais hiperela´sticos isotro´picos. Neste trabalho, U(J) e´ deﬁnido pela ex-
pressa˜o U(J) =
k
2
[lnJ ]2, com k conhecido como mo´dulo volume´trico e que atua como
paraˆmetro de penalizac¸a˜o para modelos quasi-incompress´ıveis como o caso que aqui nos
interessa. Para a parcela isoco´rica, dois modelos sa˜o bastante utilizados na literatura, o
modelo de Ogden e o modelo de Hencky.
O modelo de Ogden, para hiperelasticidade incompress´ıvel, e´ escrito em func¸a˜o dos
autovalores do tensor C e tem a forma
W (λ1, λ2, λ3) =
N∑
p=1
μp
αp
(λαpa − 1), a = 1, 2, 3 (3.17)
Para o caso de hiperelasticidade compress´ıvel, a parcela isoco´rica e´ escrita na˜o somente
em termos de λa, mas tambe´m tem dependeˆncia direta em relac¸a˜o a J . Ja´ o modelo de
Hencky baseia-se na forma quadra´tica dos tensores de deformac¸a˜o logar´ıtmica, podendo
escrever os potenciais da seguinte maneira:
W = μ
3∑
j=1
(εj)
2, (3.18)
onde εj = ln(λj).
Um outro modelo, utilizado posteriormente neste trabalho para a representac¸a˜o das
famı´lias de ﬁbras e´ uma func¸a˜o exponencial proposta por [13]:
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W =
k1
2k2
{e[k2(I4−1)2] − 1} (3.19)
onde I4 = J
− 2
3 I4 e I4(C, a0) = C : A0. O invariante I4 determina precisamente o
quadrado do alongamento da ﬁbra (λ2), caracterizado pelo vetor a0 que refere-se a` orien-
tac¸a˜o das ﬁbras. Maiores detalhes sera˜o apresentados na Cap´ıtulo 5.
4 Modelos viscoela´sticos
O estado termodinaˆmico atual de um material hiperela´stico pode ser determinado
completamente a partir do conhecimento do gradiente de deformac¸a˜o F, varia´vel de estado
que pode ser mensurada e assim, classiﬁcada como varia´vel de estado externa. Ja´ estado
termodinaˆmico de materiais que envolvem dissipac¸a˜o de energia depende do valor de
um conjunto ﬁnito de varia´veis de estado frequentemente na˜o mensura´veis ou varia´veis
internas que contabilizam a histo´ria dos processos dissipativos realizados no material.
Muitos modelos viscoela´sticos encontrados na literatura baseiam-se na introduc¸a˜o
dessas varia´veis internas, entre eles, os modelos cla´ssicos de Simo [26] e Holzapfel [12],
aqui apresentados mais detalhadamente. Dessa maneira, a func¸a˜o energia se determina
a partir de C e de certas varia´veis internas de deformac¸a˜o. A evoluc¸a˜o das varia´veis
internas reproduz indiretamente a histo´ria da deformac¸a˜o ou tensa˜o e, assim, elas sa˜o
tambe´m chamadas de varia´veis internas histo´ricas.
As sec¸o˜es 4.1 e 4.2 esta˜o destinadas ao estudo de modelos viscoela´sticos unidimen-
sionais e tridimensionais para pequenas deformac¸o˜es. Ambas conte´m material extra´ıdo
de [26] e esta˜o incoporadas aqui para tornar o presente texto auto contido. O leitor ja´
habituado a essa abordagem de viscoelasticidade pode continuar no Cap´ıtulo 5.
4.1 Viscoelasticidade linear unidimensional
Os modelos viscoela´sticos combinam caracter´ısticas ela´sticas e viscosas, sendo repre-
sentados frequentemente por modelos reolo´gicos (modelos de ﬂuxo) compostos por com-
binac¸o˜es de molas (parcela ela´stica) e amortecedores (parcela viscosa).
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Existem dois modelos mecaˆnicos frequ¨entemente usados para representar o comporta-
mento viscoela´stico; o Modelo de Maxwell e o Modelo de Kelvin-Voigt aqui apresentados
para pequenas deformac¸o˜es.
4.1.1 Modelo de Maxwell
O modelo viscoela´stico de Maxwell associa, em se´rie, um modelo ela´stico (mola) e um
viscoso (amortecedor), conforme mostra a ﬁgura abaixo: A deformac¸a˜o total e´ dada pelo
Figura 5: Representac¸a˜o do modelo de Maxwell
somato´rio das deformac¸o˜es ela´stica e viscosa. As tenso˜es, ela´stica e viscosa, sa˜o iguais,
dadas pelas equac¸a˜o de equil´ıbrio:
ε(t) = εe(t) + εv(t)
σ(t) = σe(t) = σv(t)
(4.1)
Considerando E o mo´dulo de elasticidade linear da mola e η a viscosidade no amortecedor,
as equac¸o˜es constitutivas de cada contribuic¸a˜o sa˜o dadas por
σv(t) = η ˙εv(t)
σe(t) = Eεe(t)
(4.2)
Derivando a equac¸a˜o (4.1-1) obte´m-se a equac¸a˜o diferencial que representa o comporta-
mento mecaˆnico do modelo:
ε˙(t) =
˙σ(t)
E
+
σ(t)
η
(4.3)
4.1.2 Modelo de Kelvin-Voigt
O modelo de Kelvin-Voigt e´ resultante da associac¸a˜o de um elemento ela´stico e outro
viscoso em paralelo: Para esse caso, a tensa˜o resultante e´ dada pelo somato´rio das tenso˜es
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Figura 6: Representac¸a˜o do modelo de Kelvin-Voigt
ela´stica e viscosa. Ja´ as deformac¸o˜es (ela´stica e viscosa) sa˜o iguais:
ε(t) = εe(t) = εv(t)
σ(t) = σe(t) + σv(t)
(4.4)
Tendo em vista as equac¸o˜es (4.2) obtemos
ε˙(t) +
E
η
ε(t) =
σ(t)
η
(4.5)
4.1.3 Modelo viscoela´stico de treˆs componentes
Diversos modelos viscoela´sticos foram desenvolvidos com o objetivo de representar
melhor o comportamento dos materiais. Considere agora um modelo mecaˆnico unidimen-
sional com duas molas e um amortecedor, conforme a ﬁgura abaixo.
Figura 7: Representac¸a˜o do modelo de treˆs componentes
Considerando a varia´vel interna atuante no amortecedor, α : (−∞, T )→ R e, supondo
a seguinte relac¸a˜o constitutiva linear
σv = η
∂
∂t
α(t) (4.6)
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onde σv e´ a tensa˜o viscosa que atua no amortecedor e
∂
∂t
α(t) e´ a taxa de deformac¸a˜o no
amortecedor, a tensa˜o total atuante e´ dada por
σ = σe + σv
= (E∞ε) + ηα˙
= (E∞ε) + E(ε− α)
= (E∞ + E)ε− Eα
= E0ε− Eα
(4.7)
onde
E0 := E∞ + E (4.8)
A varia´vel interna α satisfaz a equac¸a˜o de evoluc¸a˜o
α˙ =
E
η
(ε− α)
α˙ +
E
η
α =
E
η
ε
(4.9)
Deﬁnindo o coeﬁciente de relaxac¸a˜o, τ =
η
E
, tem-se a seguinte equac¸a˜o diferencial no
tempo:
α˙ +
1
τ
α =
1
τ
ε
lim
t→−∞
α(t) = 0
(4.10)
Essa equac¸a˜o pode ser escrita tambe´m de outra forma, na˜o mais em func¸a˜o das de-
formac¸o˜es viscosas, mas em func¸a˜o da tenso˜es viscosas. Dessa maneira, substitui-se a
varia´vel interna α, representando as deformac¸o˜es viscosas, por um conjunto de varia´veis
internas q representando as tenso˜es viscosas:
q := Eα (4.11)
Tendo em vista a equac¸a˜o (4.7) obte´m-se
σ = E0ε− q (4.12)
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Deﬁne-se W 0(ε) =
1
2
εE0ε e γ =
E
E0
, assim o modelo constitutivo ﬁca deﬁnido pelas
seguintes equac¸o˜es:
σ =
∂W0
∂ε
(ε)− q
q˙ +
1
τ
q =
γ
τ
∂W0(ε)
∂ε
lim
t→−∞
q(t) = 0
(4.13)
multiplicando ambos os lados da equac¸a˜o (4.13)1 por e
t
τ
e
t
τ q˙ +
e
t
τ q
τ︸ ︷︷ ︸ = e tτ γτ ∂W0(ε)∂ε
d
dt
(e
t
τ q) = γ
e
t
τ
τ
∂
∂ε
W0(ε)
Integrando essa expressa˜o e usando a equac¸a˜o (4.10)2 obte´m-se
d
dt
(e
t
τ q(t)) =
γ
τ
e
t
τ
∂W0(ε(t))
∂ε∫ t
−∞
d
dt
(e
t
τ q(t))ds =
∫ t
−∞
γ
τ
e
s
τ
∂W0(ε)
∂ε(t)
ds
Analisando somente o lado esquerdo da igualdade e, substituindo a varia´vel de integrac¸a˜o
para melhor visualizac¸a˜o, te´m-se
(e
s
τ q(s))
∣∣∣t
−∞
= e
t
τ q(t)− e−∞τ q(−∞)︸ ︷︷ ︸
0
= e
t
τ q(t)
Logo,
e
t
τ q(t) =
∫ t
−∞
γ
τ
e
s
τ
∂W0(ε(s)
∂ε
)ds
Isolando q(t) te´m-se:
q(t) = e−
t
τ
∫ t
−∞
1
τ
e
s
τ γ
∂W0(ε(s))
∂ε
ds
=
∫ t
−∞
1
τ
e
−(t−s)
τ︸ ︷︷ ︸
dv
γ
∂W0(ε(s))
∂ε
ds︸ ︷︷ ︸
u
resolvendo a integral por partes tem-se:
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v = e−
(t−s)
τ , du = γ
d
ds
(
∂W0(ε(s))
∂ε
)
ds
Logo,
q(t) = γe−
(t−s)
τ
∂W0(ε(s))
∂ε
∣∣∣∣∣
t
−∞
−
∫ t
−∞
e−
(t−s)
τ γ
d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds
= γ
∂W0(ε(t))
∂ε
−
∫ t
−∞
e−
(t−s)
τ γ
d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds
(4.14)
substituindo a (4.14) em (4.13)1 te´m-se
σ(t) =
∂W0(ε)
∂ε
− γ ∂W0(ε(t))
∂ε
+
∫ t
−∞
e−
(t−s)
τ γ
d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds (4.15)
Denominando γ∞ = 1− γ
σ(t) =
∂W0(ε)
∂ε
(γ∞) +
∫ t
−∞
e−
(t−s)
τ γ
d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds
=
∫ t
−∞
(
γ∞ + γe−
(t−s)
τ
) d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds
(4.16)
ou ainda, pode-se escrever
σ(t) =
∫ t
−∞
G(t− s) d
ds
(
∂
∂ε
W0(ε(s))
)
ds (4.17)
onde G(t) e´ a func¸a˜o de relaxac¸a˜o dada por G(t) := γ∞ + γe−
t
τ .
4.1.4 Modelo generalizado
Frequ¨entemente e´ preciso incluir mais de um elemento de Maxwell no modelo para
que este seja capaz de reproduzir comportamentos espec´ıﬁcos do material.
Figura 8: Representac¸a˜o generalizada
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Neste caso, a resposta de tensa˜o σ equivalente a (4.13)1 e´ dada por:
σ(t) = E0ε(t)−
N∑
i=1
qi(t) (4.18)
Por convenieˆncia, deﬁnem-se os fatores de relac¸a˜o entre os modelos de elasticidade
γi :=
Ei
E0
, γ∞ :=
E∞
E0
i = 1, ..., N
com a propriedade
γ∞ +
n∑
i=1
γn = 1
Adotando leis de ﬂuxo para as varia´veis internas qi : (−∞, T )→ R equivalentes a (4.13)
q˙i =
qi
τi
=
γi
τi
∂W0(ε)
∂ε
lim
t→−∞
qi(t) = 0
(4.19)
Seguindo procedimento ana´logo a` sec¸a˜o anterior, pode-se encontrar a func¸a˜o de relaxac¸a˜o
da forma
G(t) := γ∞ +
N∑
i=1
γie
−t
τi
que, substitu´ıda em (4.17), fornece σ(t).
4.2 Viscoelasticidade tridimensional. Pequenas de-
formac¸o˜es
Para estender o modelo visto acima a problemas tridimensionais isotro´picos em peque-
nas deformac¸o˜es, introduz-se uma decomposic¸a˜o aditiva do tensor ε em partes deviato´rica
e volume´trica, como segue
ε = e+
1
3
θ 1 (4.20)
onde e :=dev[ε], θ :=tr[ε] e U0 : R → R+ correspondem as deformac¸o˜es deviato´rica e
volume´trica. Nesse caso, novamente, a resposta de tensa˜o e´ dada por
σ(t) = σ0(t)−
N∑
i=1
qi(t) (4.21)
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onde,
σ0(t) := ∂εW
0(ε) ≡ ∂W
0(ε)
∂ε
, (4.22)
Admite-se, enta˜o, que a func¸a˜o energia de deformac¸a˜o depende de e e de Θ atrave´s da
seguinte decomposic¸a˜o aditiva
W 0(ε) = Ŵ 0(e) + U0(Θ) (4.23)
E´ poss´ıvel veriﬁcar que, realizando a operac¸a˜o (4.22) em (4.23), mediante a regra da
cadeia, obte´m-se
σ0 = dev[∂eŴ
0] + U0
′
(Θ)1 (4.24)
Logo, substituindo em (4.21)
σ(t) = dev[∂eŴ
0] + U0
′
(Θ)1−
N∑
i=1
qi(t) (4.25)
De maneira ana´loga ao modelo unidimensional, a evoluc¸a˜o das varia´veis internas pode ser
descrita pelas equac¸o˜es
q˙i +
qi
τi
=
γi
τi
dev[∂eŴ0(e)]
lim
t→−∞
qi(t) = 0
(4.26)
Note que, atrave´s desta deﬁnic¸a˜o, as varia´veis tensoriais qi sa˜o deviato´ricas. Assim,
o presente modelo incorpora a parcela viscosa apenas na parcela deviato´rica de σ(t),
permanecendo a parte volume´trica puramente ela´stica.
Seguindo procedimento ideˆntico a` sec¸a˜o anterior, veriﬁca-se que a soluc¸a˜o do sistema
(4.26) pode ser
qi =
γi
τi
∫ t
−∞
exp
[−(t− s)
τi
]
dev{∂eŴ 0[e(s)]}ds (4.27)
Substituindo na equac¸a˜o (4.25), tem-se:
σ(t) = dev[∂eŴ
0] + U0
′
(Θ)1−
N∑
i=1
γi
τi
∫ t
−∞
exp
[−(t− s)
τi
]
dev{∂eŴ 0[e(s)]}ds (4.28)
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Novamente, fazendo a integrac¸a˜o por partes, obte´m-se:
σ(t) = dev[∂eŴ
0] + U0
′
(Θ)1−
N∑
i=1
γidev
{
∂Ŵ 0
∂e
[e(s)]
}
+
N∑
i=1
γi
∫ t
−∞
e
− (t−s)
τi
d
ds
[
dev
{
∂Ŵ 0
∂e
[e(s)]
}]
ds
(4.29)
Assim,
σ(t) = U0
′
(Θ)1+
(
1−
N∑
i=1
γi
)
dev[∂eŴ
0]
+
N∑
i=1
γi
∫ t
−∞
e
− (t−s)
τi
d
ds
[
dev
{
∂Ŵ 0
∂e
[e(s)]
}]
ds
(4.30)
Mas, como γ∞ = 1−
N∑
i=1
γi,
σ(t) = U0
′
(Θ)1+ (γ∞) dev[∂eŴ 0]
+
N∑
i=1
γi
∫ t
−∞
e
− (t−s)
τi
d
ds
[
dev
{
∂Ŵ 0
∂e
[e(s)]
}]
ds
(4.31)
ou ainda, pode-se escrever
σ(t) = U0
′
(Θ)1+
∫ t
−∞
G(t− s) d
ds
[
dev
{
∂Ŵ 0
∂e
[e(s)]
}]
ds (4.32)
onde G(t) := γ∞ +
N∑
i=1
γie
(− t
τi
)
e´ a func¸a˜o de relaxac¸a˜o.
Observe que a equac¸a˜o (4.32) envolve uma integral temporal em (−∞, t). Para poder
utilizar esta expressa˜o em procedimentos nume´ricos como Elementos Finitos e´ preciso
transforma´-la em uma expressa˜o incremental de recorreˆncia onde o processo de integrac¸a˜o
e´ reduzido a um intervalo de tempo [tn, tn+1] que utiliza a informac¸a˜o acumulada em
intervalos anteriores mediante as varia´veis internas.
Considere o intervalo de tempo [T0, T ] ⊂ R de interesse. Tal intervalo pode ser escrito
como a unia˜o de incrementos de tempo
[T0, T ] =
⋃
n∈Z
[tn, tn+1], (4.33)
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onde tn+1 = tn +Δtn. Sem perda de generalizac¸a˜o, pode-se tomar T0 = −∞. Seja q(i)(t)
deﬁnido por
q(i)(t) :=
∫ t
T0
exp
[−(t− s)
τi
]
d
ds
dev{∂eŴ 0[e(s)]}ds (4.34)
e seja a tensa˜o:
s0(s) := dev{∂eW 0[e(s)]} (4.35)
Utiliza-se tambe´m a propriedade da func¸a˜o exponencial
e[
t+Δt
a ] = e(
Δt
a )e(
t
a) (4.36)
para Δt constante e a, t ∈ R.
Avaliando (4.34) em tn+1 = tn + Δtn tem -se
q(i)(tn+1) =
∫ tn+Δtn
T0
exp
[−(tn + Δt− s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds
=
∫ tn
T0
exp
[−(Δtn)
τi
]
exp
[−(tn − s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds
+
∫ tn+1
tn
exp
[−(tn+1 − s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds
= exp
[−Δtn
τi
]
q(i)(tn) +
∫ tn+1
tn
exp
[−(tn+1 − s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds
(4.37)
Assim, q(i)(tn+1) e´ obtida a partir de q
i(tn) por uma integral no intervalo de tempo
[tn, tn+1]. Usando a regra de integrac¸a˜o do ponto me´dio no segundo termo de (4.37) se
tem∫ tn+1
tn
exp
[−(tn+1 − s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds ≈ exp
[−(tn + Δtn − s)
τi
]
d
ds
s0(s)
∣∣∣∣∣
s=
tn+tn+1
2
Δtn
(4.38)
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como tn + Δt− tn+1 + tn
2
=
tn
2
+ Δt− tn+1
2
= Δt− Δt
2
=
Δt
2
,
∫ tn+1
tn
exp
[−(tn+1 − s)
τi
]
d
ds
s0(s)ds = exp
(−Δtn
2τi
)
d
ds
s0
[
tn + tn+1
2
]
Δtn
= exp
(−Δtn
2τi
)
[s0(tn+1)− s0(tn)]
(4.39)
Assim,
q(i)(tn+1) = exp
[−Δtn
τi
]
q(i)(tn) + exp
(−Δtn
2τi
)
[s0(tn+1)− s0(tn)] (4.40)
e, substituindo em (4.25)
σ(tn+1) = dev[∂eŴ
0] + U0
′
(Θ)1
−
N∑
i=1
(
exp
[−Δtn
τi
]
q(i)(tn) + exp
(−Δtn
2τi
)
[s0(tn+1)− s0(tn)]
) (4.41)
4.3 Modelos constitutivos viscoela´sticos na˜o-lineares
para deformac¸o˜es ﬁnitas
4.3.1 Viscoelasticidade de Simo
Para o caso de modelos constitutivos viscoela´sticos na˜o-lineares, considerando o mode-
lo de Simo, a resposta de tensa˜o (4.21) e´ dada por
S (t) = S0(t)− J− 23DEV
[
N∑
i=1
Qi(t)
]
(4.42)
onde
S0(t) := 2∂CŴ
0(C) = JU0
′
(J)C−1 + J−
2
3DEV
[
2∂CŴ
0(C)
]
(4.43)
Nesse caso, Qi(t) representa o conjunto de varia´veis internas e C(t) e´ uma func¸a˜o do
tempo. As equac¸o˜es de evoluc¸a˜o para as varia´veis internas Qi(t), ver [26], sa˜o:
Q˙i(t) +
1
τi
Qi(t) =
γi
τi
DEV
{
2
∂W 0[C(t)]
∂ C
}
lim
t→−∞
Qi(t) = 0
(4.44)
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onde γi ∈ [0, 1] e τi > 0 esta˜o sujeitos (ver [26])
N∑
i=1
γi = 1− γ∞, γ∞ ∈ [0, 1] (4.45)
Assim, como visto anteriormente,
Q(i)(t) :=
γi
τi
∫ t
−∞
exp
[−(t− s)
τi
]
d
ds
DEV{∂CW 0[C(s)]}ds (4.46)
Substituindo as equac¸o˜es (4.46) em (4.42), e integrando por partes, tem-se
S(t) = JU0
′
(J)C−1(t) + γ∞J−
2
3DEV
{
2∂CW
0[C(t)]
}
+
N∑
i=1
J−
2
3γi
∫ t
−∞
exp
[
−(t− s)
τi
]
d
ds
(
DEV
{
2∂CW
0(C(s))
})
ds
(4.47)
S(t) = JU0
′
(J)C−1(t) + J−
2
3
∫ t
−∞
G(t− s) d
ds
[
DEV
{
2∂CW
0(C)
}]
ds (4.48)
com G(t) := γ∞ +
N∑
i=1
γiexp
(
− t
τi
)
sendo a func¸a˜o de relaxac¸a˜o.
E, ainda, o algoritmo que representa a evoluc¸a˜o das varia´veis internas e´ dado pela
equac¸a˜o (4.49)
Hi(tn+1) = exp
[−Δtn
τi
]
H(i)(tn) + exp
(−Δtn
2τi
)
[S
0
(tn+1)− S0(tn)] (4.49)
onde S
0
n+1 = DEV [2∂CW
0(Cn+1)] e S
0
n = DEV [2∂CW
0(Cn)]
4.3.2 Viscoelasticidade de Holzapfel
Para esse modelo viscoela´stico o estado termodinaˆmico tambe´m e´ escrito atrave´s do
uso de varia´veis internas. A diferenc¸a entre o modelo de Holzapfel e o de Simo e´ que a
energia de deformac¸a˜o W e´ escrita em conﬁgurac¸a˜o espacial, enquanto que, no modelo
proposto por Simo a mesma e´ dada na conﬁgurac¸a˜o de refereˆncia. Neste caso, te´m-se uma
pequena mudanc¸a na notac¸a˜o de W∞ na equac¸a˜o (4.13).
q˙ +
1
τ
q =
γ
τ
∂W∞(ε)
∂ε
lim
t→−∞
q(t) = 0
(4.50)
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e a tensa˜o de Cauchy, para esse modelo e´ dada por
σ = σ∞(t) + q(t)
= E∞ε + q(t)
(4.51)
Fazendo os respectivos ca´lculos de forma ana´loga ao modelo de Simo´ encontra-se
σ(t) =
∂W∞(ε(t))
∂ε
+ γ
∂W∞(ε(t))
∂ε
−
∫ t
−∞
e−
(t−s)
τ γ
d
ds
(
∂
∂ε
W∞(ε(s))
)
ds (4.52)
Para o modelo generalizado, dado pela Figura 8, a resposta de tensa˜o (4.18) para este
modelo e´ dada por:
σ(t) = σ∞(t) +
N∑
i=1
qi(t)
= E∞ε(t) +
N∑
i=1
qi(t)
(4.53)
Considerando o caso do modelo viscoela´stico tridimensional, novamente, admitindo a
decomposic¸a˜o aditiva (4.20) e a equac¸a˜o anterior (4.53), onde
σ∞(t) := ∂εW∞(ε) ≡ ∂W
∞(ε)
∂ε
, (4.54)
Admite-se, enta˜o que a func¸a˜o energia de deformac¸a˜o e´ da forma
W∞(ε) = W∞(e) + U∞(J) (4.55)
onde e :=dev[ε], J :=tr[ε] e U∞ : R → R+ correspondem as deformac¸o˜es deviato´rica e
volume´trica, obtem-se
σ∞ = dev[∂eW∞] + U∞
′
(J)1 (4.56)
logo
σ(t) = dev[∂eW
∞] + U∞
′
(J)1+
N∑
i=1
qi(t) (4.57)
da mesma maneira que no modelo unidimensional, as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o das varia´veis
internas tem como sua soluc¸a˜o expressa em termos de uma integral de convoluc¸a˜o:
qi =
γi
τi
∫ t
−∞
exp
[−(t− s)
τi
]
dev{∂eW∞[e(s)]}ds (4.58)
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Enﬁm, obte´m-se
σ(t) = U∞
′
(J)1+
(
1 +
N∑
i=1
γi
)
dev[∂eW
∞]
−
N∑
i=1
γi
∫ t
−∞
e
− (t−s)
τi
d
ds
[
dev
{
∂W∞
∂e
[e(s)]
}]
ds
(4.59)
Novamente, para poder utilizar esta expressa˜o em procedimentos nume´ricos, como Ele-
mentos Finitos, deve-se transforma´-la em uma expressa˜o incremental de recorreˆncia onde
o processo de integrac¸a˜o, conforme a sec¸a˜o 4.2. Seja q(i)(t) deﬁnido por
q(i)(t) :=
∫ t
T0
exp
[−(t− s)
τi
]
d
ds
dev{∂eW∞[e(s)]}ds (4.60)
e, deﬁnido a tensa˜o
s∞n := dev{∂eW∞[e(tn)]} (4.61)
e, a equac¸a˜o (4.40) e´ dada por
q(i)(tn+1) = exp
[−Δtn
τi
]
q(i)(tn) + exp
(−Δtn
2τi
)
[s∞(tn+1)− s∞(tn)] (4.62)
Para o caso de modelos constitutivos viscoela´sticos na˜o-lineares, a resposta de tensa˜o
S (t) = S∞(t) + J−
2
3DEV
[
N∑
i=1
Qi(t)
]
(4.63)
onde
S∞(t) := 2∂CW∞(C) = JU∞
′
(J)C−1 + J−
2
3DEV [2∂CW
∞(C)] (4.64)
Nesse caso, Qi(t) representa o conjunto de varia´veis internas e C(t) e´ uma func¸a˜o do
tempo. As equac¸o˜es de evoluc¸a˜o para as varia´veis internas Qi(t) [26] sa˜o:
Q˙i(t) +
1
τi
Qi(t) =
γi
τi
DEV
{
2
∂W∞[C(t)]
∂C
}
lim
t→−∞
Qi(t) = 0
(4.65)
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Substituindo as equac¸o˜es e integrando por partes, tem-se
S (t) = JU∞
′
(J)C−1(t) + J−
2
3DEV {2∂CW∞[C(t)]}+ γ∞J− 23DEV {2∂CW∞[C(t)]}
−
N∑
i=1
J−
2
3γi
∫ t
−∞
exp
[
−(t− s)
τi
]
d
ds
(DEV {2∂CW∞(C(s))}) ds
(4.66)
E, ainda, o algoritmo que representa a evoluc¸a˜o das varia´veis internas e´ dado pela equac¸a˜o
(4.67)
Hi(tn+1) = exp
[−Δtn
τi
]
H(i)(tn) + exp
(−Δtn
2τi
)
[S
∞
(tn+1)− S∞(tn)] (4.67)
onde S
∞
n+1 = DEV [2∂CW
∞(Cn+1)] e S
∞
n = DEV [2∂CW
∞(Cn)]
5 Formulac¸a˜o viscoela´stica
variacional para deformac¸o˜es
ﬁnitas
Fancello et al. [8] propo˜e uma famı´lia de modelos viscoela´sticos baseados na for-
mulac¸a˜o variacional para materiais dissipativos apresentado em [21]. Essa abordagem
apresenta versatilidade de modelos de comportamento em func¸a˜o das caracter´ısticas das
func¸o˜es potenciais escolhidas para cada caso espec´ıﬁco. Insere-se, por outro lado, den-
tro de uma estrutura formal matema´tica baseada em princ´ıpios de mı´nimo/ ma´ximo,
aborda´veis por te´cnicas de otimizac¸a˜o e facilitam a estimativa de erros entre outras pos-
sibilidades. Em [7] e [24] essa formulac¸a˜o e´ usada para representar o comportamento de
tecidos encefa´licos.
Neste cap´ıtulo apresenta-se uma formulac¸a˜o variacional para o modelo viscoela´stico
que incorpora a contribuic¸a˜o das ﬁbras de cola´geno no modelo isotro´pico proposto em
[8]. As subsec¸o˜es seguintes apresentam a formulac¸a˜o variacional proposta em [28], uma
introduc¸a˜o ao modelo viscoela´stico isotro´pico proposto em [8] e, enﬁm, a inclusa˜o das
famı´lias de ﬁbras.
5.1 Formulac¸a˜o variacional
Como visto anteriormente, os modelos hiperela´sticos baseiam-se na existeˆncia de uma
func¸a˜o de energia de deformac¸a˜o ψ, tambe´m conhecida como func¸a˜o de energia livre de
Helmholtz, que depende somente do valor da deformac¸a˜o e cuja derivada fornece o estado
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de tensa˜o de um ponto material,
P =
∂Ψ(F)
∂F
= 2F
∂Ψ(C)
∂C
(5.1)
O problema de equil´ıbrio pode ser deﬁnido pela minimizac¸a˜o da energia potencial
min
x∈K
H(x)
H(x) =
∫
Ω0
Ψ(F(x))dΩ0 −
[∫
Ω0
b0 · xdΩ0 +
∫
Γ0
f0 · xdΓ0
] (5.2)
onde K e´ o conjunto das deformac¸o˜es admiss´ıveis. Em (5.2) admite-se a priori a satisfac¸a˜o
das equac¸o˜es constitutivas e compatibilidade.
No caso de materiais viscoela´sticos, na˜o e´ poss´ıvel deﬁnir uma func¸a˜o potencial de
forma que a equac¸a˜o (5.1) seja satisfeita, ja´ que na˜o pode-se obter o estado de tensa˜o
(dependente do fenoˆmeno dissipativo), a partir do valor ﬁnal da deformac¸a˜o. Pore´m,
fazendo uso de varia´veis internas, capazes de descrever a histo´ria do processo e´ mostrado
em [28], que e´ poss´ıvel deﬁnir um potencial denominado Potencial Incremental que se
comporta de modo ana´logo ao caso hiperela´stico em cada incremento de carga. Em
outras palavras, pode-se escrever
Pn+1 =
∂Ψ(Fn+1; En)
∂Fn+1
= 2Fn+1
∂Ψ(Cn+1; En)
∂Cn+1
(5.3)
sendo que En = {F,Fi,Q} e´ o conjunto das varia´veis internas e externas.
Em [21] e´ mostrado que um potencial com estas caracter´ısticas pode ter a seguinte
forma:
Ψ(Fn+1; En) = min
Fin+1,Qn+1
{W (En+1)−W (En) + Δtψ(
◦
Fi,
◦
Q; En)} (5.4)
W (E) = ϕ(F) + ϕe(FFi−1) + ϕi(Fi,Q) (5.5)
Os gradientes de deformac¸a˜o inela´stico Fi e ela´stico Fe sa˜o obtidos a partir da de-
composic¸a˜o multiplicativa de F, isto e´, F = FeFi e Q conte´m o resto das varia´veis inter-
nas do processo, calculadas atrave´s de equac¸o˜es de evoluc¸a˜o. As varia´veis
◦
F(Fn+1, En),
◦
Fi(Fn+1, En) e
◦
Q(Qn+1, En) sa˜o aproximac¸o˜es incrementais das varia´veis de taxa F˙, F˙
i
e
Q˙ respectivamente. A diferenc¸a entre os diversos modelos de potencial reside nas carac-
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ter´ısticas dos potenciais ϕ, ϕe, ϕi e ψ.
A operac¸a˜o de minimizac¸a˜o em (5.4) identiﬁca o estado das varia´veis internas no
instante tn+1. O funcional Ψ avaliado nessas varia´veis identiﬁcadas tem a propriedade de
satisfazer a condic¸a˜o (5.3) que fornece o estado de tenso˜es no incremento.
Na sec¸a˜o seguinte essas func¸o˜es potenciais sera˜o especiﬁcadas para um modelo vis-
coela´stico e permitira´ uma maior compreensa˜o do potencial Ψ para o caso em estudo.
5.2 Modelo viscoela´stico isotro´pico
O modelo viscoela´stico isotro´pico apresentado a seguir faz uso do potencial incremen-
tal deﬁnido acima e esta´ baseado no sistema reolo´gico mostrado na Figura 9.
Nesta, o primeiro brac¸o, puramente ela´stico, e´ controlado pelo potencial ϕ que permite
a separac¸a˜o da energia ela´stica em partes isoco´rica e volume´trica:
ϕ(F) = ϕ(F̂) +U(J)
= ϕ(Ĉ) +U(J)
(5.6)
onde
F̂ = J−
1
3F, J = det(F), Ĉ = F̂
T
F̂ (5.7)
A parte isoco´rica e´ uma func¸a˜o isotro´pica de Ĉ = F̂
T
F̂
Figura 9: Modelo reolo´gico generalizado
ϕ(Ĉ) = ϕ(c1, c2, c3) (5.8)
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onde (c1, c2, c3) sa˜o os autovalores de Ĉ. A parte volume´trica e´ uma func¸a˜o escalar de J .
U(J) =
k
2
[lnJ ]2 (5.9)
No brac¸o de Maxwell admite-se uma decomposic¸a˜o multiplicativa das deformac¸o˜es ela´stica
e viscosa, ambas isoco´ricas.
F̂ = F̂
e
Fv ⇒ F̂e = F̂Fv−1, detFv = 1 (5.10)
A partir de F̂
v
, deﬁne-se a taxa de deformac¸a˜o viscosa Dv que, por construc¸a˜o, e´ de-
viato´rica.
Dv = Sym(Lv) = Lv = F˙
v
Fv−1 (5.11)
F˙
v
= DvFv (5.12)
As restric¸o˜es adicionais de Dv deﬁnem caracter´ısticas espec´ıﬁcas da regra de escoamento.
Propo˜e-se em [8] uma decomposic¸a˜o espectral do tipo:
Dv =
3∑
i=1
dvjM
v
j (5.13)
dv ∈ KQ = {pj ∈ R : p1 + p2 + p3 = 0} (5.14)
Mvj ∈ KM ={Nj ∈ Sym : Nj ·Nj = 1, Ni ·Nj = 0, i = j} (5.15)
onde os escalares dvj sa˜o os autovalores de D
v, que denotam a amplitude da parte viscosa
e Mvj sa˜o as autoprojec¸o˜es de D
v, j = 1, 2, 3, Mvj = nj ⊗ nj sa˜o os autovetores de Dv.
Os potenciais ela´sticos associados a` mola e viscosos deste brac¸o sa˜o consideradas
func¸o˜es isotro´picas das deformac¸o˜es ela´sticas e taxas de deformac¸o˜es viscosas e dependem
dos correspondentes autovalores:
ϕe(Ĉ
e
) = ϕe(ce1, c
e
2, c
e
3) (5.16)
ψ(Dv) = ψ(dv1, d
v
2, d
v
3) (5.17)
Em (5.16), cej e E
e
j sa˜o os autovalores e autoprojec¸o˜es de Ĉ
e
= F̂
eT
F̂
e
=
3∑
j=1
cejE
e
j .
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A partir destas deﬁnic¸o˜es, mostra-se em [8] que o potencial incremental da equac¸a˜o
(5.3) toma a forma
Ψ(Cn+1; En) = Δϕ(Ĉn+1) + ΔU(θn+1)
+ min
Mvj ,Δq
v
j
{
Δϕe(Ĉ
e
n+1) + Δtψ
(
Δqvj
Δt
)} (5.18)
onde
Δϕ(Ĉn+1) = ϕ(Ĉn+1)− ϕ(Ĉn) (5.19)
Δϕe(Ĉ
e
n+1) = ϕ
e(Ĉ
e
n+1)− ϕe(Ĉ
e
n) (5.20)
ΔU(Jn+1) = U(Jn+1)−U(Jn) (5.21)
e a operac¸a˜o de minimizac¸a˜o e´ restrita a
Δqvj ∈ KQ = {pj ∈ R1 : p1 + p2 + p3 = 0} (5.22)
Mvj ∈ KM ={Nj ∈ Sym : Nj ·Nj = 1, Ni ·Nj = 0, i = j} (5.23)
A restric¸a˜o (5.22) sobre os Δqvj impo˜e que a taxa de deformac¸a˜o viscosa dada por (5.13)
seja deviato´rica (trac¸o nulo). A restric¸a˜o (5.23), por outro lado, impo˜e as condic¸o˜es
de ortonormalidade cla´ssicas das autoprojec¸o˜es de tensores sime´tricos. Observe que a
operac¸a˜o de mı´nimo busca deﬁnir dois tipos de varia´veis internas: Mvj , deﬁnindo a direc¸a˜o
de escoamento viscoso e Δqvj a sua amplitude. A minimizac¸a˜o em relac¸a˜o a Mj permite
demonstrar que os tensores Ĉ
e
n+1, Ĉ
pr
e Dv sa˜o colineares, sendo Ĉ
pr
= FV
−T
ĈFV
−1
o tensor de Cauchy preditor (da deformac¸a˜o ela´stica). Isto signiﬁca que estes tensores
possuem as mesmas autoprojec¸o˜es de Ĉ
pr
(preditor) e, portanto, Mj = E
pr
j = E
e
j . A
minimizac¸a˜o em relac¸a˜o a Δqj deﬁne a amplitude de escoamento e e´ resolvida atrave´s das
condic¸o˜es necessa´rias de otimalidade, fornecendo um sistema de treˆs equac¸o˜es na˜o-lineares
dadas por:
∂ϕe
∂εej
− ∂ψ
e
∂dvj
+ λ = 0 (5.24)
Δqv1 + Δq
v
2 + Δq
v
3 = 0 (5.25)
5.3 Modelo viscoela´stico reforc¸ado por ﬁbras 52
onde j = 1, 2, 3, λ e´ o multiplicador de Lagrange e εej =
1
2
ln(cej) sa˜o os autovalores de
εen+1.
Em [12] mostra-se que, admitindo a decomposic¸a˜o (5.6), a derivada (5.3) se escreve
(ver apeˆndice)
Pn+1 = Fn+1
[
J
− 2
3
n+1 2 DEV
(
∂ϕ
∂Ĉn+1
+
∂ϕe
∂Ĉn+1
)
+
∂U
∂θn+1
Jn+1C
−1
n+1
]
(5.26)
Assim, uma vez que determinados os minimizadores da equac¸a˜o (5.18), a derivada de Ψ
em relac¸a˜o a Ĉn+1 e θ permite obter o tensor de Piola-Kirchhoﬀ da equac¸a˜o (5.3), onde
os componentes em pareˆnteses sa˜o dadas por [8]
∂ϕ
∂Ĉn+1
=
3∑
j=1
∂ψ
∂cj
Ej (5.27)
∂ϕe
∂Ĉn+1
= Fv−1n
(
3∑
j=1
∂ϕe
∂εej
1
2cprj
Eprj
)
Fv−Tn (5.28)
onde Cpr = (Fpr)TFpr (ver Apeˆndice).
Uma simples extensa˜o deste modelo e´ obtido considerando um conjunto de P brac¸os
de Maxwell, como visto na Figura 9. Nesse caso, o potencial incremental e´ dado por
Ψ(Cn+1; En) = Δϕ(Ĉn+1) + ΔU(θn+1)
+
P∑
k=1
min
Mvj ,Δq
v
j
{
Δϕek(Ĉ
e
kn+1
) + Δtψk
(
Δqvjk
Δt
)} (5.29)
que signiﬁca que a minimizac¸a˜o pode ser calculada para cada k, obtendo o para corres-
pondente Δqvjk e Mjk.
5.3 Modelo viscoela´stico reforc¸ado por ﬁbras
Em contraste com o caso isotro´pico, a existeˆncia das ﬁbras no material induz pro-
priedades vinculadas a`s orientac¸o˜es dessas. Admite-se aqui que o material a ser repre-
sentado consiste numa matriz de propriedade isotro´pica na qual esta˜o inseridas ﬁbras de
reforc¸o. Nesse caso, a energia de deformac¸a˜o do material como um todo depende da con-
tribuic¸a˜o da parte isotro´pica e da parcela das ﬁbras. Isto pode ser feito de forma ana´loga
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Figura 10: Modelo reolo´gico com a inclusa˜o das ﬁbras
Figura 11: Representac¸a˜o simpliﬁcada de um material contendo uma matriz isotro´pica reforc¸ada com
ﬁbras. [16]
a [12] onde se propo˜e uma contribuic¸a˜o aditiva das energias de deformac¸a˜o da forma
Ψ = Ψisotropico + Ψf (5.30)
onde Ψisotropico e´ o modelo descrito na sec¸a˜o 5.2 e Ψf e´ a contribuic¸a˜o das ﬁbras. Deve-se
observar que esta decomposic¸a˜o aditiva, frequ¨ente na literatura, e´ uma hipo´tese simpliﬁca-
tiva forte. Equivale a um modelo de homogeneizac¸a˜o de material onde cada componente
responde a`s deformac¸o˜es impostas em forma independente e o resultado e´ simplesmente
somado, sem relac¸o˜es de acoplamento entre eles. Isto contrasta com a realidade do mate-
rial, onde ﬁbras e matriz se inﬂuenciam entre si (acoplamento) na resposta do material.
Enquanto o potencial Ψiso depende exclusivamente da deformac¸a˜o e sua histo´ria, o
potencial Ψf depende fortemente da orientac¸a˜o das ﬁbras no ponto material considerado.
Para incorporar essa dependeˆncia deﬁne-se o tensor estrutural Af = af ⊗ af onde af
e´ o vetor unita´rio deﬁnindo a orientac¸a˜o das ﬁbras na conﬁgurac¸a˜o de refereˆncia [13].
Da combinac¸a˜o do tensor de Cauchy isoco´rico Ĉ e do tensor estrutural Af surgem os
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seguintes invariantes:
I1f = Ĉ ·Af
I2f = Ĉ
2 ·Af
(5.31)
Outros invariantes podem ser deﬁnidos quando da presenc¸a de outras ﬁbras orientadas
segundo direc¸o˜es diferentes, gerando combinac¸o˜es e acoplamento entre os tensores estru-
turais. O primeiro invariante, pore´m, tem uma interpretac¸a˜o f´ısica clara, denotando o
alongamento quadra´tico de uma ﬁbra orientada na direc¸a˜o af :
λ2f = Ĉ ·Af = af · Ĉ · af (5.32)
Focando apenas o potencial incremental Ψf admite-se, por hipo´tese, que existe uma de-
pendeˆncia apenas no primeiro invariante, I1f , isto e´, na medida do alongamento das ﬁbras.
Apesar de parecer restritiva, observa-se que nos problemas pra´ticos de literatura somente
esses paraˆmetros sa˜o identiﬁcados. (Ver [13]). Propo˜e-se aqui a contribuic¸a˜o teo´rica deste
trabalho. Admite-se que o potencial Ψf responde ao modelo reolo´gico da Figura 12, onde
cada ﬁbra incorporada responde como um mo´dulo viscoela´stico na direc¸a˜o da ﬁbra.
Figura 12: Modelo reolo´gico cla´ssico
Nessa ﬁgura identiﬁca-se um brac¸o ela´stico e um brac¸o de Maxwell. O primeiro
comporta um potencial de energia livre totalmente revers´ıvel (na˜o dissipativo) dependente
da deformac¸a˜o (alongamento) total λf :
ϕf = ϕf (λf ) (5.33)
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O segundo brac¸o (Maxwell) abriga a decomposic¸a˜o multiplicativa.
λf = λ
e
fλ
v
f (5.34)
onde λef e λ
v
f correspondem aos alongamentos ela´stico e viscoso respectivamente.
Esta decomposic¸a˜o permite deﬁnir um potencial ela´stico dependente apenas de λef ,
isto e´,
ϕef = ϕ
e
f (λ
e
f ) (5.35)
Por outro lado, o alongamento viscoso atua atrave´s de sua derivada temporal gerando
uma resisteˆncia ao movimento controlado por um pseudo-potencial dissipativo.
ψf = ψf (d) (5.36)
com d sendo a taxa de deformac¸a˜o viscosa da ﬁbra, deﬁnido por
d = λ˙efλ
−1
f (5.37)
Do ponto de vista incremental, no entanto, deve-se relacionar λ˙ef e d a valores incrementais:
λvfn+1 , λ
v
fn
, assim como λfn+1 , λfn . De forma ana´loga a` parcela isotro´pica, e´ preciso obter
uma expressa˜o incremental dos potenciais atrave´s da integrac¸a˜o temporal nume´rica. O
me´todo de integrac¸a˜o exponencial [1] permite escrever
Δλvf = λ
v
fn+1
λv−1fn = exp(Δt d) (5.38)
e, portanto
λvfn+1 = exp(Δt d)λ
v
fn (5.39)
Utilizando logaritmo natural, tem-se
Δtd = ln
(
λvfn+1
λvfn
)
⇒ d = 1
Δt
ln(Δλvf ) (5.40)
onde Δλvf =
λvfn+1
λvfn
. Essa expressa˜o permite obter a taxa de deformac¸a˜o viscosa a partir
de valores incrementais λvfn+1 e λ
v
fn
.
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Com estas deﬁnic¸o˜es e seguindo argumentos ana´logos aos usados em [8], deﬁne-se o
potencial incremental Ψf associado a`s ﬁbras com a expressa˜o
Ψf = min
λvfn+1
{Δϕef (λefn+1) + Δtψ(d(λvfn+1))}+ Δϕf (λfn+1) (5.41)
sendo
Δϕef = ϕ
e
f (λ
e
fn+1
)− ϕef (λefn) (5.42)
Δϕf = ϕf (λfn+1)− ϕf (λfn) (5.43)
A condic¸a˜o de otimalidade do problema de mı´nimo apresentado e´ dada por
∂Ψf
∂λvfn+1
=
∂ϕef
∂λvfn+1
+ Δt
∂ψ
∂λvfn+1
= 0 (5.44)
tratando-se apenas de uma equac¸a˜o, dado que a varia´vel λvfn+1 e´ escalar. A derivac¸a˜o do
primeiro termo de 5.44 permite o uso da regra da cadeia:
∂ϕef
∂λvfn+1
= − ∂ϕ
e
f
∂λefn+1
λfn+1
(λvfn+1)
2
(5.45)
Ja´ para a segunda parcela,
∂ψf
∂λvfn+1
=
∂ψf
∂d
∂d
∂λvfn+1
=
∂ψf
∂d
1
Δt
1
λvfn+1
(5.46)
De (5.45) e (5.46), obtemos
∂ϕef
∂λvfn+1
+ Δt
∂ψ
∂λvfn+1
= − ∂ϕ
e
f
∂λefn+1
(
λfn+1
λvfn+1
)
+
∂ψf
∂d
1
λvfn+1
= 0 (5.47)
E, abrindo sua dependeˆncia em relac¸a˜o a` varia´vel principal,
− ∂ϕ
e
f (λ
e
fn+1
(λvfn+1))
∂λefn+1
(
λfn+1
λvfn+1
)
+
∂ψf (d(λ
v
fn+1
))
∂d
= 0 (5.48)
Note que se trata de uma u´nica equac¸a˜o na˜o-linear cuja soluc¸a˜o fornece o valor de λvfn+1
que minimiza o funcional incremental. Identiﬁcado o valor de λvfn+1 calcula-se
λefn+1 = λfn+1(λ
v
fn+1
)−1 (5.49)
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Obtidos os valores de λefn+1 e λ
v
fn+1
, pode-se obter a contribuic¸a˜o das tenso˜es de cada
parcela do modelo, sendo necessa´rio, para isto, o ca´lculo de
∂ϕf
∂Ĉn+1
e
∂ϕef
∂Ĉn+1
. Assim, para
parcela correspondente ao brac¸o puramente ela´stico, tem-se
∂ϕf
∂Ĉn+1
=
∂ϕf
∂λfn+1
∂λfn+1
∂Ifn+1
∂Ifn+1
∂Ĉn+1
=
∂ϕf
∂λfn+1
1
2λfn+1
Af
(5.50)
A parcela correspondente ao brac¸o de Maxwell e´ dada por
∂ϕef
∂Ĉn+1
=
∂ϕef
∂λefn+1
∂λefn+1
∂λfn+1
∂λfn+1
∂Ifn+1
∂Ifn+1
∂Ĉn+1
=
∂ϕef
∂λefn+1
1
λvfn+1
1
2λfn+1
Af
(5.51)
Assim, torna-se poss´ıvel o ca´lculo do tensor de Piola-Kirchhoﬀ dado pela equac¸a˜o (5.3),
tendo em vista o potencial deﬁnido na equac¸a˜o (5.30).
Estes modelos constitutivos foram codiﬁcados em GNU Octave para realizar simu-
lac¸o˜es de testes de trac¸a˜o uniaxial. Posteriormene foram incorporados no co´digo de Ele-
mentos Finitos METAFOR [6], desenvolvido no LTAS - Departamento de Engenharia
Mecaˆnica e Aeroespacial da Universidade de Liege, Be´lgica, destinado a simulac¸a˜o de
processos de grandes deslocamentos e deformac¸o˜es. O co´digo e´ cedido ao GRANTE/EMC
em func¸a˜o de conveˆnio de colaborac¸a˜o entre ambos laborato´rios. A codiﬁcac¸a˜o foi reali-
zada em C++ e Python. O Cap´ıtulo a seguir e´ destinado a apresentar resultados de
desempenho do modelo proposto.
6 Resultados nume´ricos
Neste cap´ıtulo e´ apresentado um conjunto de exemplos nume´ricos obtidos como re-
sultados das implementac¸o˜es realizadas no GNU Octave e posteriormente no co´digo
acadeˆmico Metafor. Os diferentes testes buscam evidenciar as caracter´ısticas e a aplicabili-
dade do modelo proposto a problemas nume´ricos baseados na te´cnica de Elementos Fini-
tos. Alguns testes foram rodados com propriedades gene´ricas de material enquanto outros
utilizaram valores obtidos de [15] representando comportamento de materiais biolo´gicos,
objetivo tecnolo´gico ﬁnal deste estudo. Cabe assim enfatizar que o intuito deste cap´ıtulo
e´ testar qualitativamente o comportamento do modelo. Os valores obtidos na˜o dizem
respeito a um material espec´ıﬁco nem sa˜o o resultado de um processo de identiﬁcac¸a˜o,
procedimento que corresponde a desenvolvimentos futuros.
6.1 Ensaios Uniaxiais
6.1.1 Comportamento de matriz e ﬁbras: Caso 1
Este teste tem o objetivo de analisar separadamente o comportamento da matriz
isotro´pica e da parcela das ﬁbras quando submetidas a um ciclo de solicitac¸a˜o axial. Os
ca´lculos sa˜o realizados utilizando um corpo de prova unita´rio com deslocamentos do seu
extremo seguindo a func¸a˜o senoidal dada por u(t) = 0, 5 sin(ωt), w = 0, 31/s, f = w/2π =
0, 0477Hz. O corpo de prova e´ reforc¸ado com ﬁbras orientadas na direc¸a˜o da deformac¸a˜o.
Os modelos e paraˆmetros dos potenciais da matriz isotro´pica e do reforc¸o das ﬁbras se
encontra na Tabela 1. Observe-se que, ao se ter uma deformac¸a˜o imposta no corpo de
prova, a contribuic¸a˜o de cada modelo nas tenso˜es e´ independente.
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Figura 13: Modelo reolo´gico
Os gra´ﬁcos que seguem representam as curvas tensa˜o(Cauchy)-deformac¸a˜o(logar´ıtmica)
para os modelos Neo-Hookean, Hencky e Holzapfel separadamente.
• Modelo isotro´pico. Potencial de Hencky
Tabela 1: Func¸o˜es potenciais Hencky
Potencial Modelo Paraˆmetros
ϕ Hencky μ = 100(MPa)
ϕe Hencky μe = 80(MPa)
ψ Hencky η = 100(MPa/s)
Figura 14: Tensa˜o versus deformac¸a˜o - parcela isotro´pica - Hencky
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• Modelo isotro´pico. Potencial Neo-Hookean
Tabela 2: Func¸o˜es potenciais Neo-Hookean
Potencial Modelo Paraˆmetros
ϕ Neo-Hookean α = 85(MPa), β = 2(MPa)
ϕe Neo-Hookean α = 85(MPa), β = 2(MPa)
ψ Hencky η = 30(MPa/s)
Figura 15: Tensa˜o versus deformac¸a˜o - parcela isotro´pica - potenciais de Neo-Hookean
• Modelo de reforc¸o. Potencial de Holzapfel
Tabela 3: Func¸o˜es potenciais Holzapfel
Potencial Modelo Paraˆmetros
ϕf Holzapfel k1 = 1, 0(MPa), k2 = 10(MPa)
ϕef Holzapfel k1 = 1, 0(MPa), k2 = 10(MPa)
ψf Hencky η = 15, 0087(MPa/s)
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Figura 16: Tensa˜o versus deformac¸a˜o - parcela das ﬁbras - potenciais de Holzapfel
Nas ﬁguras 14 e 15 (modelo isotro´pico), observa-se, como esperado, comportamentos
histere´ticos para a resposta das tenso˜es. O ciclo possui um formato de elipse deformada,
com acentuac¸a˜o nas tenso˜es compressivas em decorreˆncia da alta taxa de compressa˜o,
atingindo um valor de deformac¸a˜o logaritmica menor que -0,6. O formato destes ciclos,
pore´m, varia em func¸a˜o das diferentes caracter´ısticas do modelo (Hencky - Neo Hookean).
Resultado totalmente diferente, e assim desejado, e´ obtido com o modelo de ﬁbras de
Holzapfel. Neste e´ imposta a condic¸a˜o que na˜o sa˜o permitidas tenso˜es compressivas. E´
importante notar que o modelo de viscoelasticidade proposto respeita esta condic¸a˜o para
todo o ciclo. Em outras palavras, a adic¸a˜o das tenso˜es ela´sticas mais as tenso˜es viscosas
comportam uma soma sempre positiva ao longo de todo o ciclo.
6.1.2 Comportamento de matriz e ﬁbras: Caso 2
O mesmo corpo de prova do Caso 1 e´ utilizado neste exemplo, submetido ao mesmo
regime de deformac¸a˜o tanto na direc¸a˜o do reforc¸o das ﬁbras (direc¸a˜o Y) como na direc¸a˜o
perpendicular a esta (direc¸a˜o X). Para a matriz isotro´pica foi utilizado o potencial Neo-
Hookean enquanto o reforc¸o das ﬁbras e´ representado pelo potencial de Holzapfel. O
potencial Neo-Hookean e´ uma particularidade dos potenciais de Ogden, ja´ apresentados
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na sec¸a˜o 3.3, para maiores detalhes ver [12]. Neste caso foram utilizados valores de
material compat´ıveis com materiais biolo´gicos, obtidos em [15] e constam na Tabela 4.
Tabela 4: Func¸o˜es potenciais utilizadas
Potencial Modelo Paraˆmetros
ϕ Neo-Hookean α = 2(MPa), β = 2(MPa)
ϕe Neo-Hookean α = 2(MPa), β = 2(MPa)
ψ Hencky η = 15, 0087(MPa/s)
ϕf Holzapfel k1 = 1, 7939(MPa), k2 = 11, 2055(MPa)
ϕef Holzapfel k1 = 1, 7939(MPa), k2 = 11, 2055(MPa)
ψf Hencky η = 15, 0087(MPa/s)
• Deformac¸a˜o axial em Y
Figura 17: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - trac¸a˜o em Y - potenciais de Holzapfel
Para esse caso, a tensa˜o negativa encontrada refere-se a` parcela isotro´pica, ja´ que, a
mesma esta´ deﬁnida com potencial de Hencky, permitindo assim, valores negativos
no caso de compressa˜o do material. A parcela das ﬁbras, no entanto, como e´ deﬁnida
pelo potencial de Holzapfel retorna valor nulo no caso de compressa˜o do material.
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• Deformac¸a˜o axial em X
Figura 18: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - trac¸a˜o em X - potenciais de Holzapfel
Comparando os gra´ﬁcos das Figuras 17 e 18, percebe-se uma tensa˜o consideravelmente
maior na direc¸a˜o do reforc¸o das ﬁbras do que em relac¸a˜o a` matriz isotro´pica. De fato,
quando tracionado na direc¸a˜o perpendicular a`s ﬁbras, (Figura 18) estas ﬁcam submetidas
a compressa˜o, na˜o contribuindo no valor da tensa˜o na direc¸a˜o axial do ensaio.
6.1.3 Dependeˆncia da orientac¸a˜o das ﬁbras
Neste exemplo avalia-se a variac¸a˜o da resposta perante variac¸o˜es na orientac¸a˜o das
ﬁbras em relac¸a˜o ao eixo de trac¸a˜o. O teste e´ realizado utilizando um corpo de prova
de comprimento unita´rio submetido ao mesmo ciclo de solicitac¸a˜o axial dos exemplos
anteriores. O material incorpora 4 famı´lias de ﬁbras contidas nos planos XY e YZ. Os
aˆngulos testados sa˜o : 0o, 30o, 45o e 60o. Os modelos e paraˆmetros utilizados para a matriz
isotro´pica e ﬁbras de reforc¸o foram obtidos de [15] e se encontram-se na Tabela 4 (sec¸a˜o
anterior).
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Figura 19: Volume com representac¸a˜o
das famı´lias de ﬁbras
Figura 20: Vista frontal do volume com
representac¸a˜o de uma famı´lia de ﬁbras
A seguir apresentam-se os resultados das tensoes de Cauchy na direc¸a˜o de trac¸a˜o para
cada aˆngulo de reforc¸o.
• Reforc¸o a 0◦
Figura 21: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - potencias de Holzapfel - ﬁbras alinhadas
a 0o
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• Reforc¸o a 30◦
Figura 22: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - potencias de Holzapfel - ﬁbras alinhadas
a 30◦
• Reforc¸o a 45◦
Figura 23: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - potencias de Holzapfel - ﬁbras alinhadas
a 45◦
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• Reforc¸o a 60◦
Figura 24: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - potencias de Holzapfel - ﬁbras alinhadas
a 60◦
Nos gra´ﬁcos das Figuras 21 a 24 observa-se que, a medida que a direc¸a˜o das ﬁbras
se afasta da direc¸a˜o de alongamento do corpo de prova, a tensa˜o de trac¸a˜o encontrada
diminui, sendo que o mesmo ocorre quando utilizamos potenciais de Hencky para a rep-
resentac¸a˜o da parcela das ﬁbras. De fato, isso ocorre porque, a rigidez ao alongamento
oferecida pelas ﬁbras diminui quando se aumenta angulac¸a˜o entre as famı´lias de ﬁbras.
Da mesma maneira que para os potenciais de Hencky, nota-se um aumento con-
sidera´vel na Tensa˜o de Cauchy na direc¸a˜o das ﬁbras. Neste exemplo, devido aos paraˆmetros
utilizados, nota-se uma acentuada diferenc¸a entre a contribuic¸a˜o das ﬁbras e do meio
isotro´pico. Isto representa o comportamento esperado dos tecidos conectivos, onde a
maior rigidez prove´m da contribuic¸a˜o das ﬁbras, se mostrando muito ﬂex´ıveis em outras
direc¸o˜es.
6.1.4 Dependeˆncia da velocidade de deformac¸a˜o
Novamente o teste e´ realizado utilizando um corpo de prova de comprimento unita´rio
submetido a um deslocamento imposto num dos extremos com variac¸a˜o senoidal no tempo.
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Neste teste, pore´m, e´ variada a frequ¨eˆncia com que o ciclo e´ realizado. Foram testadas
treˆs velocidades angulares diferentes: ω1 = 0, 3
1
s
(f1 = 0, 0477Hz, curva verde); ω2 =
2, 5121
s
(f2 = 0, 4Hz, curva azul); e ﬁnalmente ω3 = 25, 12
1
s
(f1 = 4Hz, curva vermelha).
Os modelos e paraˆmetros de material utilizados sa˜o os mesmos que os do exemplo anterior
(ver Tabela 4). O gra´ﬁco 25, representa a tensa˜o de Cauchy versus a deformac¸a˜o na direc¸a˜o
de trac¸a˜o, alinhada com as ﬁbras de reforc¸o. Pode-se observar claramente o aumento da
tensa˜o com a velocidade de deformac¸a˜o. No momento de ma´ximo alongamento, pore´m, a
velocidade de deformac¸a˜o torna-se nula e todos os resultados convergem ao mesmo ponto,
dependendo apenas do n´ıvel de deformac¸a˜o total.
Figura 25: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - diferentes velocidades
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Figura 26: Gra´ﬁco tensa˜o versus deformac¸a˜o - diferentes velocidades (zoom)
Percebe-se dos resultados que os paraˆmetros utilizados para este exemplo, obtidos de
[15] na˜o se mostram muito sens´ıveis a` taxa de deformac¸a˜o, pelo menos na˜o para os valores
de velocidade/deformac¸a˜o aqui utilizados.
6.2 Membrana com pressa˜o interna
Apresenta-se aqui uma membrana sujeita a` pressa˜o por um ﬂuido com valor linear-
mente crescente de zero a 1N/mm2 em t = 5s com condic¸a˜o de engaste nas bordas. O
teste e´ realizado utilizando elementos so´lidos hexae´dricos com 8 no´s. Somente um quarto
do modelo foi simulado, devido a` simetria do problema. A malha utiliza elementos regu-
lares com uma discretizac¸a˜o de 16× 16× 4 elementos. O modelo reolo´gico escolhido para
os exemplos e´ o apresentado na Figura 10. Para a parcela referente a` matriz isotro´pica
utiliza-se o potencial Neo-Hookean e para representar a parcela das ﬁbras utiliza-se o
potencial de Holzapfel, ver equac¸a˜o (3.19).
Os paraˆmetros materiais correspondentes esta˜o representados na Tabela 5 e foram
retirados de [15]:
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Tabela 5: Paraˆmetros utilizados
Potencial Modelo Paraˆmetros
ϕ Neo-Hookean α = 2(MPa), β = 2(MPa)
ϕe Neo-Hookean α = 2(MPa), β = 2(MPa)
ψ Hencky η = 15, 0087(MPa/s)
ϕf Holzapfel k1 = 1, 7939(MPa), k2 = 11, 2055(MPa)
ϕef Holzapfel k1 = 1, 7939(MPa), k2 = 11, 2055(MPa)
ψf Hencky η = 15, 0087(MPa/s)
Sa˜o apresentados, abaixo, treˆs casos para a membrana: o primeiro utiliza material
isotro´pico sem contribuic¸a˜o das ﬁbras; em seguida, o material da matriz e´ reforc¸ado com
uma famı´lia de ﬁbras na direc¸a˜o X. Por ﬁm, testa-se o material considerando o reforc¸o
de duas famı´lias de ﬁbras alinhadas a 45 graus no plano da membrana (ver ﬁgura 30).
6.2.1 Caso 1. Modelo isotro´pico
t = 0 t = 0, 01
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t = 0, 1 t = 0, 15
t = 0, 2 t = 0, 25
t = 0, 3 t = 0, 344742
Figura 27: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es da membrana
6.2.2 Caso 2. Modelo com ﬁbras a 0o
Para esse caso, a orientac¸a˜o das ﬁbras e´ dado de acordo com a Figura 28
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Figura 28: Orientac¸a˜o das ﬁbras na membrana
t = 0 t = 0, 001
t = 0, 1 t = 0, 15
t = 0, 6 t = 1
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t = 1, 3 t = 1, 71484
Figura 29: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es da membrana - tensa˜o na direc¸a˜o X
t = 0 t = 0, 001
t = 0, 1 t = 0, 15
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t = 0, 6 t = 1
t = 1, 3 t = 1, 71484
Figura 30: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es da membrana - tensa˜o na direc¸a˜o Y
Percebe-se nitidamente, atrave´s das Figuras 27, 29 e 30, que a rigidez a` deformac¸a˜o
no corpo de prova reforc¸ado com ﬁbras e´ muito maior do que no material isotro´pico. Foi
preciso aumentar a pressa˜o ate´ o instante t = 1, 7 no caso reforc¸ado por ﬁbras para obter
uma conﬁgurac¸a˜o com n´ıveis de deformac¸a˜o compara´veis ao caso isotro´pico. Observa-se
tambe´m claramente o comportamento sime´trico do caso isotro´pico assim como o evidente
efeito das ﬁbras na direc¸a˜o X impedindo alongamentos excessivos nesta direc¸a˜o, no caso
reforc¸ado.
6.2.3 Caso 3. Modelo com ﬁbras a 450
Para esse caso, a orientac¸a˜o das ﬁbras e´ dada pela Figura 31:
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Figura 31: Orientac¸a˜o das ﬁbras na membrana
t = 0 t = 0, 01
t = 0, 1 t = 0, 15
t = 0, 2 t = 0, 25
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t = 0, 31 t = 0, 38
t = 0, 45 t = 0, 985768
Figura 32: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es da membrana com reforc¸o de duas famı´lias de ﬁbras
a 45o
Como pode-se ver nas deformadas da Figura 32, foi preciso chegar cerca do instante
de carregamento t = 1, 0 para obter n´ıveis de deformac¸a˜o similares (mas ainda assim
inferiores) ao caso na˜o reforc¸ado. Observa-se tambe´m das ﬁguras que os alongamentos
nas direc¸o˜es X e Y sa˜o maiores que os obtidos nas direc¸o˜es a 45 graus, direc¸a˜o de atuac¸a˜o
das ﬁbras de reforc¸o.
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6.3 Cilindro reforc¸ado
O pro´ximo exemplo refere-se a um corpo de prova em forma de um cilindro com
comprimento L = 30mm e raio R = 5mm, submetido a um ciclo trativo e compressivo.
Os potenciais utilizados e os dados do material empregado sa˜o os mesmos que os do
exemplo da membrana. O deslocamento de um dos extremos (o outro e´ ﬁxo) e´ dado
atrave´s da func¸a˜o senoidal f(t) = 0, 4 L sin(0, 3 t)
6.3.1 Caso 1. Modelo com ﬁbras a 0o
No primeiro exemplo, o corpo de prova possui uma famı´lia de ﬁbras paralelas ao eixo
de trac¸a˜o Z. A malha utiliza elementos volume´tricos com uma discretizac¸a˜o de 5×5×30.
As ﬁguras apresentam o comportamento do corpo de prova no momento inicial, no ponto
ma´ximo de trac¸a˜o, ao retornar a` condic¸a˜o inicial, no ponto mı´nimo de compressa˜o e
novamente, no retorno do corpo de prova a` situac¸a˜o inicial.
t = 0/20, 944
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t = 5, 236/20, 944
t = 10, 472/20, 944
t = 15, 708/20, 944
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t = 20, 944/20, 944
Figura 33: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es do cilindro com reforc¸o de uma famı´lia de ﬁbras a
0o
6.3.2 Caso 2. Modelo com ﬁbras a 300
Neste exemplo, considera-se o mesmo corpo de prova do caso anterior, considerando
agora, apenas uma famı´lia de ﬁbras orientadas a 30o em relac¸a˜o ao eixo de trac¸a˜o, estando
as mesmas no plano Y Z. Devido ao fato de o corpo de prova na˜o ser sime´trico, na˜o foi
simulado apenas um quarto do corpo de prova, mas sim, todo ele. O modelo reolo´gico,
os paraˆmetros, a discretizac¸a˜o da malha e as func¸o˜es potenciais utilizadas tanto para a
matriz quanto para as ﬁbras sa˜o os mesmos do caso anterior. Ale´m disso, o deslocamento
tambe´m respeita a func¸a˜o senoidal apresentada anteriormente. A orientac¸a˜o das ﬁbras,
nesse caso, pode ser visualizada na Figura 34:
Figura 34: Orientac¸a˜o das ﬁbras na membrana
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Abaixo, sa˜o apresentadas as ﬁguras nos mesmos tempos do exemplo que considera
ﬁbras paralelas.
t = 0/20, 944
t = 5, 236/20, 944
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t = 10, 472/20, 944
t = 15, 708/20, 944
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t = 20, 944/20, 944
Figura 35: Sequ¨eˆncia de deformac¸o˜es do cilindro com reforc¸o de uma famı´lia de ﬁbras a
30o
Como era de se esperar, a tensa˜o ﬁnal encontrada no caso de ﬁbras alinhadas a 30
graus e´ menor que a tensa˜o ﬁnal quando as ﬁbras esta˜o paralelas a direc¸a˜o de trac¸a˜o
do corpo de prova. Isso acontece porque a rigidez ao alongamento oferecida pelas ﬁbras
diminui com o aumento do aˆngulo. Ale´m disso, a tensa˜o resultante no corpo de prova
(com uma famı´lia de ﬁbras) na˜o e´ uniforme, sendo que a mesma e´ maior nas bordas
de inclinac¸a˜o onde encontram-se a famı´lia de ﬁbras. Dessa maneira, a deformac¸a˜o do
material em questa˜o demonstra visivelmente a atuac¸a˜o das ﬁbras no corpo, resultando na
menor deformac¸a˜o na direc¸a˜o das mesmas.
A deformada do corpo de prova no momento em que o mesmo e´ submetido ao valor
ma´ximo de trac¸a˜o e´ semelhante ao encontrado nos trabalhos de [13], apesar de o mesmo
utilizar duas famı´lias de ﬁbras em uma direc¸a˜o arbitra´ria em relac¸a˜o ao eixo de trac¸a˜o,
mas que formam 90o entre si.
No momento em que o corpo de prova e´ comprimido o mesmo apresenta uma de-
formac¸a˜o diferenciada devido a inclinac¸a˜o da famı´lia de ﬁbras. De fato ja´ era de se
esperar tal comportamento ja´ que o mesmo corresponde ao deslizamento das ﬁbras entre
si pro´prias que, organizam-se de modo a respeitar a restric¸a˜o do volume do corpo de prova.
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Finalmente, cabe observar a contribuic¸a˜o da parcela viscosa no desempenho do teste.
Na Figura 353 observa-se que, embora os extremos do corpo de prova tenham retornado a
posic¸a˜o inicial, tanto a sua conﬁgurac¸a˜o como o estado de tenso˜es na˜o corresponde ao do
tempo t = 0, evidenciando a existeˆncia de tenso˜es residuais advindas do comportamento
viscoso do material.
7 Considerac¸o˜es ﬁnais
A biomecaˆnica abrange em sua a´rea de competeˆncia o estudo das leis da mecaˆnica e
das aplicac¸o˜es de engenharia para compreender e atuar no comportamento de sistemas
biolo´gicos sob a ac¸a˜o de solicitac¸o˜es mecaˆnicas. Mediante este estudo e´ poss´ıvel a criac¸a˜o
de modelos matema´ticos capazes de representar de maneira aproximada o comportamento
destes sistemas e, em particular o comportamento mecaˆnico de materiais biolo´gicos.
Neste trabalho propoˆs-se um modelo constitutivo para corpos biolo´gicos moles que
leva em considerac¸a˜o a anisotropia devido a inclusa˜o de famı´lias de ﬁbras de cola´geno
presentes nos ligamentos.
O modelo proposto e´ uma continuac¸a˜o de trabalhos anteriores na a´rea de simulac¸a˜o de
materiais viscoela´sticos, e pertence a uma famı´lia de modelos variacionais, no sentido que
permite formular o problema constitutivo como um problema de mı´nimo. Adicionalmente,
o modelo deve ser classiﬁcado com um modelo viscoela´stico na˜o linear, com a caracter´ıstica
de ser deﬁnido por um conjunto de func¸o˜es potenciais escolhidas pelo usua´rio no momento
da simulac¸a˜o para melhor atender a um problema espec´ıﬁco.
Diferentes testes avaliando o modelo foram apresentados, buscando evidenciar carac-
ter´ısticas de comportamento que sejam adequadas para a representac¸a˜o de tecidos conec-
tivos moles, em particular ligamentos e tendo˜es. Tais testes foram realizados tanto no
n´ıvel das equac¸o˜es constitutivas (foco deste trabalho) utilizando deformac¸o˜es impostas
quanto no n´ıvel de sua incorporac¸a˜o em um programa de elementos ﬁnitos apto para
deformac¸o˜es ﬁnitas.
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A incorporac¸a˜o das ﬁbras permitiu ter um comportamento vinculado a` direc¸a˜o dessas.
Os exemplos permitiram observar que o modelo visco-hiperela´stico utilizado representa
qualitativamente a contribuic¸a˜o das tenso˜es ela´sticas e viscosas mantendo ambas em val-
ores sempre positivos, respeitando a restric¸a˜o de tenso˜es compressivas nulas para as ﬁbras.
No caso de propriedades de material em que as ﬁbras apresentam mais rigidez que a
matriz isotro´pica, a dependeˆncia da orientac¸a˜o dessas em relac¸a˜o a direc¸a˜o de deformac¸a˜o
torna-se evidente e em concordaˆncia com o comportamento esperado.
O procedimento desenvolvido na˜o e´ restrito a` tecidos conectivos, podendo ser aplicado
a uma ampla categoria de problemas mecaˆnicos, dentre os quais pode-se mencionar os
componentes constitu´ıdos por elastoˆmeros reforc¸ados por ﬁbras.
O pro´ximo passo a ser dado, mas que na˜o cabe no escopo do presente estudo, e´ a
identiﬁcac¸a˜o dos paraˆmetros de material do modelo proposto com curvas experimentais
destes materiais, momento onde se testa em u´ltima instaˆncia a capacidade dos modelos
representar o comportamento do material. Esta tarefa conﬁgura um novo trabalho a ser
desenvolvido, envolvendo aspectos experimentais e nume´ricos.
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APEˆNDICE A -- Cap´ıtulo 2
A.1 Modelo de Ogden: Derivadas de ϕ, ϕe e ψ
Derivando os potencias de Ogden em relac¸a˜o a j
∂ϕ
∂j
=
N∑
p=1
μp [exp(j)]
αp , (A.1)
∂ϕe
∂ej
=
N∑
p=1
μep
[
exp(ej)
]αp , (A.2)
∂ψ
∂dpj
=
N∑
p=1
ηvp
[
exp(dvj )
]αp , (A.3)
e
∂2ϕ
(∂j)
2 =
N∑
p=1
μpαp [exp(j)]
αp , (A.4)
∂2ϕe(
∂ej
)2 = N∑
p=1
μepαp
[
exp(ej)
]αp , (A.5)
∂2ψ(
∂dpj
)2 = N∑
p=1
ηvpαp
[
exp(dvj )
]αp , (A.6)
A.2 Modelo de Hencky: Derivadas de ϕ, ϕe e ψ
Derivando os potenciais de Hencky em relac¸a˜o a j obtemos:
∂ϕ
∂j
= 2μj ,
∂ϕe
∂ej
= 2μeej ,
∂ψ
∂dvj
= 2μvdvj , (A.7)
∂2ϕ
(∂j)
2 = 2μ,
∂2ϕe(
∂ej
)2 = 2μe, ∂2ψ(
∂dvj
)2 = 2μv, (A.8)
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A.3 Derivadas de ϕ, ϕe do modelo de ﬁbras
ϕe =
k1
2k2
{exp[k2(J− 23 (λef )− 1)2]− 1}
=
k1
2k2
exp[(k2J−
4
3 (λef )
4 − 2k2J− 23 (λef )2 + k2)]−
k1
2k2
(A.9)
Derivando em relac¸a˜o a λe obtemos
∂ϕe
∂λef
=
k1
2k2
exp[(k2J−
4
3 (λef )
4 − 2k2J− 23 (λef )2 + k2)](4k2J−
4
3 (λef )
3 − 4k2J− 23 (λef )) (A.10)
para o ca´lculo da segunda derivada temos
∂2ϕe
∂2λef
=
k1
2k2
exp[(k2J−
4
3 (λef )
4 − 2k2J− 23 (λef )2 + k2)](4k2J−
4
3 (λef )
3 − 4k2J− 23 (λef ))2
+
k1
2k2
exp[(k2J−
4
3 (λef )
4 − 2k2J− 23 (λef )2 + k2)](12k2J−
4
3 (λe)2 − 4k2J− 23 )
(A.11)
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APEˆNDICE B -- Cap´ıtulo 3
B.1 Elasticidade ﬁnita com resposta volume´trica de-
sacoplada
Da mesma forma que na equac¸a˜o (4.23), pode-se escrever a func¸a˜o energia de deformac¸a˜o
como
W (C) = W 0(C) + U0(θ) (B.1)
Sendo o tensor de Piola-Kirchhoﬀ dado por (para ﬁns de na˜o sobrecarregar as notac¸o˜es, considera-
se todas as varia´veis no tempo n + 1)
P = 2F
∂W (C)
∂C
(B.2)
P = 2F
∂W (C)
∂C
+ 2FU ′(J)
∂J
∂C
= 2FU ′(J)
∂J
∂C
+ 2F
∂W (Ĉ)
∂Ĉ
:
∂Ĉ
∂C
(B.3)
E, ainda, (ver [26]) tem-se
P = FJ
∂U
∂J
C−1 + 2FJ−
2
3
{
∂W (Ĉ)
∂Ĉ
− 1
3
[(
∂W (Ĉ)
∂Ĉ
)
: C
]
C−1
}
= F
[
J−
2
3DEV
(
2
∂W (Ĉ)
∂Ĉ
)
+
∂U
∂θn+1
JC−1
] (B.4)
A equac¸a˜o acima e´ igual a` equac¸a˜o incremental (5.3) apresentada na formulac¸a˜o constitutiva
variacional do cap´ıtulo 5.
Considerando a descric¸a˜o material, o segundo tensor tensa˜o de Piola-Kirchhoﬀ S0 dado por
(ver [26])
S0 := 2
∂W 0(C)
∂C
= 2U0
′
(J)
∂J
∂C
+ 2
∂W 0(Ĉ)
∂Ĉ
:
∂Ĉ
∂C
= JU0
′
(J)C−1 + 2J−
2
3
{
∂W 0(Ĉ)
∂Ĉ
− 1
3
[(
∂W 0(Ĉ)
∂Ĉ
)
: C
]
C−1
} (B.5)
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Para simpliﬁcar as expresso˜es, deﬁna
Ŝ
0
:= J−
2
3
{
2∂
Ĉ
W 0(Ĉ)− 1
3
[2∂
Ĉ
W 0(Ĉ) : C]C−1
}
= J−
2
3DEV
[
2
∂W 0(Ĉ)
∂Ĉ
] (B.6)
Logo,
S0 := 2
∂W 0(C)
∂C
= JU0
′
(J)C−1 + Ŝ
0 (B.7)
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APEˆNDICE C -- Cap´ıtulo 4
C.1 Minimizac¸a˜o de Ψ com relac¸a˜o a Mva
Considerando o problema de minimizac¸a˜o apresentado em (5.18), a condic¸a˜o de otimalidade
em relac¸a˜o a direc¸a˜o Ma e´ dada por
∂L
∂Mva
[δM] =
(
∂Δϕe
∂Mva
+ Δt
∂Δψ
∂Mva
)
[δM] + 2λ1 (Mva · δM) + λ2 (Mvb · δM) + λ3 (Mvc · δM)
+ λ
(
∂dva
∂Dv
∂Dv
∂Mva
)
[δM] = 0 ∀δM ∈ Sym,
sendo que
∂Δϕe
∂Mva
=
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
∂ej
∂e
∂e
∂Mva
= −
(
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
Eej
)
Δqva, (C.1)
∂Δψ
∂Mva
=
3∑
j=1
∂Δψ
∂dvj
∂dvj
∂Dv
∂Dv
∂Mva
=
(
3∑
j=1
∂Δψ
∂dvj
Mvj
)
Δqva
Δt
, (C.2)
∂dva
∂Dv
∂Dv
∂Mva
= dvaM
v
a. (C.3)(
∂Δϕe
∂Mva
+ Δt
∂Δψ
∂Mva
)
= Δqva
[(
3∑
j=1
∂Δψ
∂dvj
Mvj
)
−
(
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
Eej
)]
︸ ︷︷ ︸
A
= Δqva A. (C.4)
Fazendo as respectivas substituic¸o˜es e, igualando δM a Mva,M
v
b ,M
v
c temos
2λ1 + λdva = −Δqva A ·Mva, (C.5)
λ2 = −Δqva A ·Mvb , (C.6)
λ3 = −Δqva A ·Mvc . (C.7)
Substitutindo em (C.1), obtem-se
Δqva [A · δM− (A ·Mva) (Mva · δM)− (A ·Mvb ) (Mvb · δM)− (A ·Mvc) (Mvc · δM)] = 0
∀δM ∈ Sym
(C.8)
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ou equivalentemente (C.9).
B︷ ︸︸ ︷
[I− (Mva ⊗Mva)− (Mvb ⊗Mvb )− (Mvc ⊗Mvc)]A = 0. (C.9)
Substitutindo o tensor A na equac¸a˜o acima pode-se veriﬁcar que:
B
(
3∑
j=1
∂Δψ
∂dvj
Mvj
)
= 0, (C.10)
B
(
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
Eej
)
=
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
Eej −
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
(
Eej ·Mva
)
Mva
−
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
(
Eej ·Mvb
)
Mvb −
3∑
j=1
∂Δϕe
∂ej
(
Eej ·Mvc
)
Mvc . (C.11)
Assim, assumindo Eej = M
v
j veriﬁca-se que a equac¸a˜o (C.11) e´ igual a zero.
C.1.1 Minimizac¸a˜o de Ψ em relac¸a˜o a Δqva
O pro´ximo passo a ser realizado e´ a minimizac¸a˜o de Ψ em relac¸a˜o a Δqvi , ja´ que sa˜o con-
hecidas as direc¸o˜es Mvi . Tendo em vista a restric¸a˜o adicional 
e
1 + 
e
2 + 
e
3 = d
v
1 + d
v
2 + d
v
3 = 0 e
fazendo ei = 
pr
i −Δqvi , obtemos as seguintes condic¸o˜es de otimalidade
ri = − ∂L
∂Δqvi
= − ∂L
∂ej
∂ej
∂Δqvi
=
∂L
∂ei
=
∂ϕe
∂ei
+ Δt
∂ψ
∂dvi
∂dvi
∂ei
+ λ,
=
∂ϕe
∂ei
− ∂ψ
∂dvi
+ λ = 0, i = 1, 2, 3 (C.12)
r4 =
∂L
∂λ
= dv1 + d
v
2 + d
v
3 = 
e
1 + 
e
2 + 
e
3 = Δq
v
1 + Δq
v
2 + Δq
v
3 = 0. (C.13)
Usando o me´todo de Newton para encontrar as ra´ızes x = {e1, e2, e3, λ}, temos a fo´rmula recur-
siva
xk+1 = xk −Kk−1rk. (C.14)
ou
KkΔx = −rk, xk+1 = xk + Δx. (C.15)
Para simpliﬁcac¸o˜es supo˜e-se que:
ϕe(ei ) =
3∑
i=1
we(ei ), ψ(d
v
i ) =
3∑
i=1
wv(dvi ), (C.16)
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Dessa forma, K e´ deﬁnido por (C.17).
K=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂r1
∂e1
∂r1
∂e2
∂r1
∂e3
∂r1
∂λ
∂r2
∂e1
∂r2
∂e2
∂r2
∂e3
∂r2
∂λ
∂r3
∂e1
∂r3
∂e2
∂r3
∂e3
∂r3
∂λ
∂r4
∂e1
∂r4
∂e2
∂r4
∂e3
∂r4
∂λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
K11 0 0 1
0 K22 0 1
0 0 K33 1
1 1 1 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (C.17)
Kii =
∂ri
∂ei
=
∂2ϕe
∂ei∂
e
i
+
1
Δt
∂ψ
∂dvi ∂d
v
i
, i = 1, 2, 3. (C.18)
Para o processo de atualizac¸a˜o de Newton pode-se obter, ainda,
Δei = − (ri + Δλ) /Kii, (C.19)
Δλ =
(
r4 −
3∑
j=1
rj
Kjj
)(
3∑
s=1
1
Kss
)−1
. (C.20)
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Conforme na equac¸a˜o(5.41), temos o seguinte problema de minimizac¸a˜o
Ψf = min
λvfn+1
{Δϕef (λefn+1) + Δtψ(d(λvfn+1))}+ Δϕf (λfn+1) (C.21)
Assim, a partir da condic¸a˜o de otimalidade
r =
∂Ψf
∂λvfn+1
=
∂ϕef
∂λvfn+1
+ Δt
∂ψ
∂λvfn+1
=
∂ϕe
∂λefn+1
(
−λfn+1
λvfn+1
)
+
∂ψ
∂d
= 0
(C.22)
Utilizando o me´todo de Newton para encontrar as ra´ızes atrave´s da fo´rmula recursiva, como
feito anteriormente,
xk+1 = xk −Kk−1rk
ou
KkΔx = −rk, xk+1 = xk + Δx
Assim, temos
K =
(
∂2ϕe
∂2λefn+1
(
λfn+1
(λvfn+1)
2
)
+
∂ϕe
∂λefn+1
1
(λvfn+1)
)(
λfn+1
λvfn+1
)
+
∂2ψ
∂2d
1
tλv (C.23)
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C.3 Derivadas de ϕ e ϕe em relac¸a˜o a Cˆn+1
Para o ca´lculo do tensor tensa˜o de Piola-Kirchhoﬀ torna-se necessa´rio o ca´lculo das derivadas
de ϕ e ϕe em relac¸a˜o a Cˆn+1, uma vez que a minimizac¸a˜o ja´ foi realizada. A derivada de ϕ e´
dada por
Cˆn+1 =
3∑
j=1
cjEj , (C.24)
∂ϕ
∂Cˆn+1
=
3∑
j=1
∂ϕ
∂cj
∂cj
∂Cˆn+1
=
3∑
j=1
∂ϕ
∂cj
Ej . (C.25)
Ja´ para o ca´lculo a derivada de ϕe utiliza-se as seguintes relac¸o˜es:
Cˆen+1 = Fˆ
eT
n+1Fˆ
e
n+1 = F
v−T
n+1 Cˆn+1F
v−1
n+1, (C.26)
Cˆpr = FˆprT Fˆpr = Fv−Tn Cˆn+1F
v−1
n , (C.27)
e obte´m-se
∂ϕe
∂Cˆn+1
= Fv−1n+1
∂ϕe
∂Cˆen+1
Fv−Tn+1 , (C.28)
= Fv−1n
∂ϕe
∂Cˆpr
Fv−Tn , (C.29)
onde:
∂ϕe
∂Cˆen+1
=
3∑
j=1
∂ϕe
∂cej
∂cej
∂Cˆen+1
=
3∑
j=1
∂ϕe
∂cej
Eej , (C.30)
∂ϕe
∂Cˆpr
=
3∑
j=1
∂ϕe
∂cprj
∂cprj
∂Cˆen+1
=
3∑
j=1
∂ϕe
∂cprj
Eprj . (C.31)
Dessa maneira, a parte deviato´rica e´ dada por:
∂ϕ
∂Cˆn+1
=
3∑
j=1
∂ϕ
∂cj
∂cj
∂Cˆn+1
=
3∑
j=1
∂ϕ
∂cj
Ej , (C.32)
∂ϕe
∂Cˆn+1
=
(
3∑
j=1
∂ϕe
∂cej
∂cej
∂Cˆen+1
)
∂Cˆen+1
∂Cˆn+1
= Fv−1n+1
(
3∑
j=1
∂ϕe
∂ej
1
2cej
Eej
)
Fv−Tn+1 , (C.33)
=
(
3∑
j=1
∂ϕe
∂cprj
∂cprj
∂Cˆpr
)
∂Cˆpr
∂Cˆn+1
= Fv−1n
(
3∑
j=1
∂ϕe
∂ej
1
2cprj
Eprj
)
Fv−Tn . (C.34)
A escolha entre as expresso˜es (C.33) e (C.34) e´ feita por convenieˆncia de implementac¸a˜o.
C.4 Tensor material 96
C.4 Tensor material
Para a utilizac¸a˜o do me´todo de Newton torna-se necessa´ria a determinac¸a˜o da matriz tan-
gente. Dessa forma, tensor material C e´ dado por
C = d
dCˆn+1
(
∂Ψ
∂Cˆn+1
)
=
d
dCˆn+1
(
∂Ψiso
∂Cˆn+1
+
∂Ψf
∂Cˆn+1
)
= Cϕiso + Cϕeiso + Cϕf + Cϕef (C.35)
(C.36)
onde d(·)
dCˆn+1
corresponde a derivada total em relac¸a˜o a Cˆn+1. Considerando apenas a parte
isotro´pica, temos
Ciso = d
2ϕiso(
dCˆn+1
)2 + ddCˆn+1
(
∂ϕeiso
∂Cˆn+1
)
(C.37)
Utilizando o sistema de coordenadas espectrais apresentado em [28] percebe-se que a primeira
parcela de (C.37) pode ser calculada utilizando as propriedades de uma func¸a˜o isotro´pica de um
tensor de segunda ordem. Para o ca´lculo da segunda parcela torna-se necessa´rio a realizac¸a˜o
de um passo intermedia´rio via regra da cadeia que considere as deformac¸o˜es preditoras. Con-
siderando Cˆpr = Fˆv−Tn Cˆn+1Fˆv−1n e, sendo fvn= Fˆ
v−1
n e´ poss´ıvel veriﬁcar que (ver Ape´ndice em
[8])
Cϕeijkl =
d
dCˆkl
(
∂ϕe
∂Cˆij
)
=
3∑
m,t,p,q=1
fvnim f
vn
jt
d
dCˆprpq
(
∂ϕe
∂Cˆprmt
)
fvnkp f
vn
lq = Cϕ
e
klij = Cϕ
e
jikl. (C.38)
note que o ı´ndice n+1 esta´ impl´ıcito nas expresso˜es. Para o ca´lculo da derivada de ϕe em relac¸a˜o
a Cˆpr = cprj E
pr
j em coordenadas espectrais, precisamos primeiramente, calcular as seguintes
func¸o˜es
yi =
∂ϕe
∂cpri
=
∂ϕe
∂ei
1
2cpri
, (C.39)
yi,j =
d
dcprj
(
∂ϕe
∂ei
1
2cpri
)
=
∂2ϕe
∂ei∂
e
i
dei
dprj
1
4cpri c
pr
j
− ∂ϕ
e
∂ei
1
2 (cpri )
2 . (C.40)
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Os termos ∂ϕ
e
∂ei
e ∂
2ϕe
∂ei ∂
e
i
sa˜o claros. De outro lado, a relac¸a˜o ei (
pr
1 , 
pr
2 , 
pr
3 ) e´ deﬁnida por (ver
[8]):
∂ri
∂prj
=
∂2ϕe
∂ei∂
e
i
dei
dprj
− ∂
2ψ
∂dvi ∂d
v
i
d (dvi )
dprj
+
dλ
dprj
= 0, i, j = 1, 2, 3 (no index sum)
= ϕe,ii
dei
dprj
− ψ,ii
(
δij
Δt
− 1
Δt
dei
dprj
)
+
dλ
dprj
= 0,
=
(
ϕe,ii +
ψ,ii
Δt
)
dei
dprj
−
(
ψ,ii
δij
Δt
− dλ
dprj
)
= 0,
= Kii
dei
dprj
−
(
ψ,ii
δij
Δt
− dλ
dprj
)
= 0, (C.41)
∂r4
∂prj
=
de1
dprj
+
de2
dprj
+
de3
dprj
= 0. (C.42)
Usando a notac¸a˜o:
ψ,i =
∂ψ
∂dvi
, ϕ,i =
∂ϕ
∂ei
, Kii = ϕ,ii +
1
Δt
ψ,ii. (C.43)
Isolando d
e
i
dprj
de (C.41) e substituindo em (C.42),
∂ei
∂prj
=
(
ψ,ii
δij
Δt
− dλ
dprj
)
1
Kii
, (C.44)
3∑
i=1
ψ,iiδij
ΔtKii
−
3∑
i=1
dλ
dprj
1
Kii
= 0,
ψ,jj
ΔtKjj
=
dλ
dprj
3∑
i=1
1
Kii
= 0,
dλ
dprj
=
ψ,jj
ΔtKjj
(
3∑
s=1
1
Kss
)−1
(C.45)
Enta˜o, substituindo (C.45) em (C.44), obtemos (C.46).
dei
dprj
=
ψ,ii
ΔtKii
δij − ψ,jjΔtKjjKii
(
3∑
s=1
1
Kss
)−1
. (C.46)
Para o ca´lculo referente a` parcela das ﬁbras, temos
Cf = d
dCˆn+1
(
∂Ψf
∂Cˆn+1
)
=
d2ϕf(
dCˆn+1
)2
︸ ︷︷ ︸
parte1
+
parte2︷ ︸︸ ︷
d
dCˆn+1
(
∂ϕef
∂Cˆn+1
)
= Cϕf + Cϕef
(C.47)
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Desenvolvendo a parte 1 e, considerando impl´ıcito o ı´ndice n + 1, temos:
d2ϕ(
dCˆ
)2 = d
dĈkl
(
∂ϕf
∂Ĉij
)
=
d
dĈkl
(
∂ϕf
∂λf
1
2λf
Aij
)
=
d
dĈkl
(
∂ϕf
∂λf
)
1
2λf
Afij +
∂ϕf
∂λf
d
dĈkl
(
1
2λf
)
Afij
=
∂2ϕf
(∂λf )2
(
1
4λ2f
)
Afijkl +
∂ϕf
∂λf
(
− 1
4λ3f
)
Afijkl
=
[
∂2ϕf
(∂λf )2
1
4λ2f
− ∂ϕf
∂λf
1
4λ3f
]
Afijkl
(C.48)
Ja´ para a segunda parcela (parte 2) temos:
d
dĈkl
[
∂ϕe
∂Ĉij
]
=
d
dλ
[
∂ϕe
∂Ĉij
]
dλ
dĈ
=
d
dλ
[
∂ϕe
∂Ĉij
]
︸ ︷︷ ︸
A
1
2λ
Akl (C.49)
Considerando apenas A e fazendo as devidas substituic¸o˜es, temos:
d
dλ
[
∂ϕe
∂λe
λe
1
2λ2
]
Aij =
d
dλ
(
∂ϕe
∂λe
)
1
λv
1
2λ
Aij +
∂ϕe
∂λe
∂λe
∂λ
1
2λ2
Aij − ∂ϕ
e
λe
λe
1
λ3
Aij (C.50)
Tomando parte da primeira parcela, temos:
d
dλ
(
∂ϕe
∂λe
)
Aij =
d
dλe
(
∂ϕe
∂λe
)
∂λe
∂λ
Aij =
∂2ϕe
∂λe
∂λe
∂λ
Aij (C.51)
Para calcular tal derivada, torna-se necessa´rio encontrar
∂λe
∂λ
. Tal derivada pode ser calculada
atrave´s do res´ıduo:
r = −∂ϕ
e
∂λe
λe +
∂ψ
∂d
(C.52)
Derivando r em relac¸a˜o a λ obte´m-se:
∂r
∂λ
= − ∂
2ϕe
(∂λe)2
λe
∂λe
∂λ
− ∂ϕ
e
∂λe
∂λe
∂λ
+
∂2ψ
∂d2
∂d
∂λ
= 0
= −
(
∂2ϕe
(∂λe)2
λe +
∂ϕe
∂λe
)
∂λe
∂λ
+
∂2ψ
∂d2
(
∂d
∂λv
∂λv
∂λ
)
= −
(
∂2ϕe
(∂λe)2
λe +
∂ϕe
∂λe
)
∂λe
∂λ
+
∂2ψ
∂d2
(
1
tλv
∂
∂λ
(
λ
λe
))
= −
(
∂2ϕe
(∂λe)2
λe +
∂ϕe
∂λe
)
∂λe
∂λ
+
∂2ψ
∂d2
1
tλv
(
1
λe
− λ
(λe)2
(
∂λe
∂λ
))
= −
(
∂2ϕe
(∂λe)2
λe +
∂ϕe
∂λe
+
∂2ψ
∂d2
1
tλv
λ
(λe)2
)
∂λe
∂λ
+
∂2ψ
∂d2
1
tλ = 0
(C.53)
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Assim, (
∂2ϕe
(∂λe)2
λe +
∂ϕe
∂λe
+
∂2ψ
∂d2
1
tλe
)
∂λe
∂λ
=
∂2ψ
∂d2
1
tλ (C.54)
Logo, substituindo (C.23) em (C.54),[
K
λv
λe
]
∂λe
∂λ
=
∂2ψ
∂d2
1
tλ (C.55)
Portanto,
∂λe
∂λ
=
∂2ψ
∂d2
1
tλ
(
λe
K · λv
)
(C.56)
Substituindo (C.56) em (C.49)
d
dĈkl
[
∂ϕe
∂Ĉij
]
=
[
∂2ϕe
∂λe
∂2ψ
∂d2
1
tλ
(
λe
K · λv
)
1
λv
1
2λ
+
∂ϕe
∂λe
∂2ψ
∂d2
1
tλ
(
λe
K · λv
)
1
2λ2
− ∂ϕ
e
λe
λe
1
λ3
]
1
2λ
Aijkl
(C.57)
